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 يقال للعدد              : ع عالعدد عالمركب

             

 . اً عدداً مركب   𝒾  = √−1     &عددان حقيقيان           a , b :   حيث            
 (ReaI  Part ( جزؤه الحقيقي  )   aيسمى )           
 ( Imaginary  Part)   تخيلي( جزؤه ال  bيسمى )           

 ₵   ويرمز الى مجموعة الأعداد المركبة بالرمز            

 (  ) او الصيغة الجبرية (        c = a + b 𝒾) الصيغة العادية للعدد المركب        

 
 

                                                                                      

                    0 + 4  𝒾   4  𝒾= = √−1 . √ 16 = √ 16  ×  −1 =     √−16      

 

                    0 + 5  𝒾   5  𝒾= = √−1 . √ 25  =√ 25  ×  −1 =     √−25 

  

                                      3+ 2√ 3  𝒾  = √−1  .3 + √ 12    =  3 + √−12  

            

                                 - 4+ √ 15  𝒾  = √−1  .−4 + √ 15  = −4 + √−15 

 

                                         3 + 2  𝒾     =. √−1  3 + √ 4    = √−4  +√ 9 

 
                                                                     0 𝒾  5 +  -  =   −5   

 

                                       - 1 -  √ 3  𝒾  = √−1  .−1 − √ 3  =  −1 − √−3  

 

                   
5 𝓲 

4
   +

1 

4
  = 

1+5 𝓲  

4
    =

1+√25 𝓲

4
  =  

1+√−25

4
 

        
 

 الفصل الأول             

c = a + b 𝒾              

❶ 

❷ 

❸ 

❹ 

❺ 

❻ 

❼ 

❽ 



  زيد عخلف عد عب حسين:   الأستاذ             الأعداد المركب-الفصل الأول  -الرياضيات                   السادس العلمي

  
 

ص
حة

ف
2

 

 07802543623    موبايل  

 ) الصيغة العددية ( (  c = a + b 𝒾)  يمكن كتابة العدد المركب                        

 عددان حقيقيان   عa , b ع عحيث ع.   ( a , b )بالصيغة الديكارتية                          

 ) حقيقي بحت ( (   a , 0  ) أو  ( a + 0 𝒾 ) يمكن كتابته بالشكل  (  a)فالعدد                          

 بحت (   ) تخيلي (   0 , 1)         ⇐      (  𝒾 = 0 + 𝒾حيث )     (  𝒾) والعدد                         

 .(  3 )  والتخيلي   ( 2-)  عدد مركب جزؤه الحقيقي  𝒾 3+ 2-     العدد    ع عفمثلًا ع ع ع ع    

 ( . 0 )  والتخيلي   (5  )  عدد مركب جزؤه الحقيقي         5  العدد                 

 ( 3  )  والتخيلي   (  0)   عدد مركب جزؤه الحقيقي      𝒾 3       العدد                  

  
 ع علعدد عصحيح عموجب عفالناتج عيكون عأحد عبناصر ع ع( ع 𝒾) عبند عرفع ع                                   

 ع ع(𝒾 ع)حيث ع عنقسم ع عأس ع ع ع 𝒾 ,  - 𝒾 , 1- , 1 } ع {المجموبة ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 ( ع 𝒾)وال اقي عهو عالأس عالجديد ع عالى ع ع ع ع(4 ع)بلى ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عبالصيغة عالعادية عللعدد عالمركب عاكتب ع                                          

 

                                  (( -1 , 0           ⇨               =  -1 + 0 𝒾 𝒾 2  =  -1 

 

          ( 0 , -1 )        ⇨        0 -  𝒾   = - 𝒾  =  𝒾 2  .  𝒾 =  ( -1)  𝒾  =  𝒾 3 
 

            (( 1 , 0        ⇨       𝒾 2  .  𝒾 2 =  ( -1) ( -1) = 1 =   1 + 0 𝒾      =𝒾 4 

 

              (( 0 , -1       ⇨                 𝒾 4(6)+3   =  𝒾 3  =  - 𝒾  =  0 - 𝒾     =  𝒾 27 

 

             (( 0 , 1        ⇨                     𝒾 4(20)+1   =  𝒾       =  0 + 𝒾      =𝒾 81 

 

         (( -1 , 0           ⇨ 𝒾 4(2)+2  =  𝒾 2 =  ( -1)  =  - 1 + 0 𝒾             =𝒾 10 

 

            (( 1 , 0         ⇨ 𝒾 4(25)+0  =  𝒾 0 =   1   =   1 + 0 𝒾             =𝒾 100  

 

          (( -1 , 0          ⇨ 𝒾 4(14)+2  =  𝒾 2 =  ( -1)  =   -1 + 0 𝒾           =𝒾 58 

 

  قوى
𝒾

 1  

 2  

 3  

 4  

 5  

 6  

 7  

 8  
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           (( 0 , -1         ⇨   =  
1

𝒾   
  =  

𝒾4

𝒾   
  = 𝒾 3  =  - 𝒾  =  0 - 𝒾   

1

𝒾  13   = 𝒾 -13  

 

             (( 0 , -1        ⇨                   =  
1

𝒾   
   =  - 𝒾  =  0 - 𝒾   

1

𝒾 33   = 𝒾 -33 

 

              (( 1 , 0         ⇨        =  
1

 𝒾 0
    = 

1

 1 
  = 1  =  1 +0 𝒾   

1

𝒾 28   = 𝒾 -28 

  

           1 ) 3 n . 𝒾   )  𝒾4) 3 n . 𝒾 4(23)+1 = 𝒾 12 n   .  𝒾93 =  (     =𝒾 12 n + 93  

               (( 0 , 1         ⇨                               =  0 + 𝒾    𝒾   =               

                   1 ) n . 𝒾 2     )𝒾4)  n . 𝒾 4( 1)+2 = 𝒾 4 n   .  𝒾6 =  (     =𝒾 4 n + 6 

             (( -1 , 0         ⇨                   = (1)(-1)  = (-1) = -1 +0 𝒾 

 
 
 
 
 
 
 

           (1) 2 n . 
1

 𝒾   𝒾4) 2 n . 
1

 𝒾5  =  )𝒾 8 n   .  𝒾 - 5 =      =  𝒾 8 n - 5 

                                     =  0 - 𝒾   =  𝒾 -  = 𝒾3   =  (1)  . 
𝒾4

 𝒾   = 

 
                       

 
 
 

 () حالة خاصة   (   ( 𝒾 فقط في حالة                                          

 
 

 9  

 10  

 11  

 12  

 13  

 بصورة ع ع ع

, r = 0 ,1 ,2 ,3 ….    𝒾 r  , n 𝜖      =𝒾 4 n + r 

 14  

 بامة ع  

  - 𝑛 𝒾        = 
𝑛

𝒾
          𝒾   عدد-    =

عدد 

𝒾
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 عكل عمما عيأتيa + b 𝒾     ضع عبلى عصورة                                        

 

             -𝒾)        )27 =  𝒾)
3

 ( )
3

 (3  = 𝒾)
3

 (3    =  
 3

 (√−1 √ 9 )  = 
3

  (√−𝟗) 

                       (   -27,  0 )         ⇨       𝒾 
 27 -  0  =  𝒾 

 27 -  = 

                              4   = 4 (1)  =  𝒾)4 ( .)4 (√ 2   =𝒾)4. (√ 2   =
4

  (√−𝟐) 

                                (  0  ,4 )             ⇨   0 𝒾 4 +  =       

                           𝒾 9 (√ 3)  =   𝒾)5 (.)5 (√ 3   =𝒾)5. (√ 3   =
5

  (√−3)      

                                (0 , 9 (√ 3))        ⇨    9 (√ 3) 𝒾 0 +  =       

                      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 

  1  

  2   

  3   

هي مجموعة جزئية من مجموعة R      مجموعة الأعداد الحقيقية
  :  أي ان    ₵   الأعداد المركبة  

                ₵ N    ⊂   Z   ⊂   Q    ⊂    R    ⊂               
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                     a 1   =  a 2    ,   b 1  = b 2        ⟺     c 1 =  c 2     
أي عيتساوى عالعددان عالمرك ان عإذا عتساوى عجزءاهما عالحقيقيان عوتساوى عجزءاهما ع          

 عوبالعكس عنياالتخيل

 

,𝑥) ع عجد عقيمة عكل عمن                 𝑦)عالحقيقتين عاللتين عتحققان عالمعادلة عالآتية ع؟ ع ع ع 

                                                               2𝑥 − 1 + 2𝑖    =   1 + (𝑦 + 1)𝑖    

                                                                                                           Sol 

                   

 
                                     

 
 

,𝑥)جد عقيمة عكل عمن ع ع                𝑦)عالحقيقتين عاللتين عتحققان عالمعادلة عالآتية ع؟ ع ع ع 

                                                                            3𝑥 + 4𝑖    =   2 + 8𝑦𝑖    

                                                                                                           Sol 

 
 
 

 

,𝑥)جد عقيمة عكل عمن ع ع               𝑦)الحقيقتين عاللتين عتحققان عالمعادلة عالآتية ع؟ ع ع ع 

                                                              (2𝑦 + 1) − (2𝑥 − 1)𝑖 = −8 + 3𝑖 

                                                                                                            Sol                                          

 
 
 

 
 

 

 تساوي الأعداد المركبة            

c2 = a2 + b2 𝒾 

             

c1 = a1 + b1 𝒾 

                    

         

= 

    2𝑥 − 1 = 1 

              2𝑥 = 1 + 1 

                2𝑥 = 2 
                                      

                                    
                 
 

 1  𝑥 =
1                 

                   
                  
         

 

2 = 𝑦 + 1 

2 − 1 = 𝑦                
 

 1 𝑦 =
1                 

                   

                  
         

 
    3𝑥 = 2  

              
  

                                

                               
                            

 

             
2

3
  𝑥 =  

  
                               

                              

                              
 

          
8𝑦

8
       =

4

8
   

  
                                

                               
                            

 

             
1

2
  𝑦 =  

  
                               

                              

                              
 

    2𝑦 + 1 = −8 

              2𝑦 = −8 − 1 

                2𝑦 = −9 
                                      

                                    
                 
 

             
−9

2
  𝑦 =  

  
                               

                              

                              

  −(2𝑥 − 1) = 3 

            −2𝑥 + 1 = 3 

           −2𝑥 = 3 − 1   

                   −2𝑥 =
2                                      

                                          
              −1  𝑥 =  

  
                               

                              

                              

Ex. 
       

Ex. 
       

Ex. 
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 ,                   ليكن          

 

  𝒾  (b1  +  b2 )  + ( a2   +a1  )  =  c2 +c1         فإن ع          

                          ∵     R     ∈  b1    +b2     ,    R  ∈ a2     +a1   

 لان مجموعة الأعداد الحقيقية مغلقة تحت عملية الجمع                          

                              ₵  ∈    𝒾  (b2   +b1  ( +  )a2   +a1    ) 

 

 ع ع ع ع ع ع ع. ع عالعددين المركبين في كل مما يأتي جد مجموع                                    

                 

                                       3 + 4√2𝑖   , 5 − 2√2  𝑖 

                                            8 + 2√2 𝑖  =      3 + 4√2𝑖 +   5 − 2√2  𝑖 
 

                                                                                         3 , 2 − 5 𝑖 

                                                     5 − 5 𝑖      =  ( 3 + 0 𝑖 ) + (  2 − 5 𝑖) 
 

                                                                                         1 −  𝑖  , 3 𝑖  

                        ( 1 + 2 𝑖)  = ( ( 1 −  𝑖) + (0 +   3 𝑖 
 

𝒙 )  جد                +  𝒚)ع ع عبحيث  ع ع y = 3+ 2 𝒾 
7
    ,   x = 5+√−9  ع 

                                           (
7
 𝒾2  +3  + )  (  √−9+5 )     =( 𝑥 +  𝑦)ع ع ع ع Solع ع ع ع      

                                     (3 − 2 𝑖)   + (5 + 3 𝑖)  = 

                                     (8 +  𝑖)  = 
 
 

    
 
 

 العمليات على مجموعة الأعداد المركبة    

 الأعداد المركبة  عملية الجمع على مجموعة   أولا     

c2 = a2 + b2 𝒾 

             

c1 = a1 + b1 𝒾 

                    

         

❶ 

❷ 

❸ 

3 𝑖         =√−9 

 𝒾  -  =𝒾 
3

  =𝒾 
7

 

Ex. 
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 ∀   ∋  c1    , c2   , c3  ₵              أذا كان    

                            فإن       

 ابدالية    هي علاقة                         
                                    

                                               

 تجميعيةلاقة عال         
 
                                         

            
 النظير الجمعي       

 

     

 العنصر المحايد الجمعي           

   ∴   ( ₵   ,  +  )   زمرة ابدالية                                           

 
                      

 
 
 
 

𝟗  ) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عجد ناتج                     + 𝟒 𝒊)-𝟕 ) ع − 𝟏𝟑 𝒊)ع 

2− ) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع − 17 𝑖)9− ) ع ع= ع ع − 4 𝑖7 ) ع+( ع − 13 𝑖)ع       Sol   
 

𝟓−           حل المعادلة ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع +  𝒊ع  x   = +𝟐 ) ع − 𝟒 𝒊)ع ع ع ع 

 عSol ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع x ع ∋  ₵ ع عحيث ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

2 −)بإضافة       ع ع ع ع ع ع ع + 4 𝑖ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عللطرفين ينتج( ع 

2−) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + 4 𝑖)5−  ع) ع+ ع +  𝑖)ع  x   = +2 −) ع + 4 𝑖)+2 ) ع − 4 𝑖)ع ع ع 

7− ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + 5 𝑖ع ع ع x   =  ع ع ع 

 ع

 الأعداد المركبة  عملية الجمع على مجموعة خواص 

❶ 

❷ 

❸ 

❹ 

إن طرح أي عدد مركب من أخر يساوي حاصل جمع العدد 
 المركب الأول مع النظير الجمعي للعدد المركب الثاني 

Ex. 
       

Ex. 
       

c1 + c2  =  c2 + c1      
                                            

c1  +( c2 + c3) =  (c1  +  c2) + c3     

                                                                

 ₵   ∈ a  - b 𝒾  - =  𝒾 ,  ∃ - c  c = a + b    ,₵ c ∈  ∀    

      ₵   ∈   𝒾 e = 0  = 0 + 0 
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 73- ع  ع ع ع ع ع ع ع ع ع عجد ناتج ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
 4 + 6 𝒊 - 

2
 

5
 + 𝒊 𝒊 -3  

 𝑖9 -  5-     =   𝑖6 -4                                       ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع   
 
 - 1)-( + 𝑖 3-      Sol 

 
 
 
 
 
 

 ,                   ليكن          

            

 c2    .c1(  =    𝒾 + b1 a1  )  ( 𝒾 b2   +a2  )  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عفإن  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

                         2 𝒾 b2  b1 + 𝒾   b1 a2 + 𝒾 b2  a1  + a2  a1  = 

                        2 𝒾 b2  b1  +) 𝒾  b1 a2  +b2  a1  +  )a2  a1  = 

                    1) -  ) b2  b1  +) 𝒾  b1 a2  +b2  a1  +  )a2  a1  = 

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
               ) 𝒾  b1 a2  +b2  a1 + )  (b2  b1 - a2  a1 )  =ع ع 

 ع(   b2  b1 - a2  a1)    ع∋   ,   b1 a2  +b2  a1  ) R    ( ع ع∋  R  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

   مغلق تحت عملية الضرب   Rلأن              

 ع∴ ع عc2    .c1 ع ع∋   ₵ ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 أي أن مجموعة الأعداد المركبة مغلقة تحت عملية الضرب                       

 ع

                      
 
 
 

 ع

𝟑 ) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع: ع عجد عناتج عكلًا عمما عيأتي ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع − 𝟓 𝒊(ع ع ) 𝟐 − 𝟑 𝒊)ع⟦➀⟧ ع ع ع ع 

   =   𝒾19 -  9-  15  = – 𝒾19  –6   ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
2
 𝒾15   +𝒾9  -  𝒾 10  –6  ع ع ع ع ع Solع 

 ع= -1 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
2
 𝒾 ع ع ع         ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع                   ع ع ع ع ع ع ع 

2
𝟑 ) ع) − 𝟒 𝒊ع⟦➁ ⟧ ع ع ع ع 

=      𝒾 +24 7-  =  16 – 𝒾 24 –9             ع ع ع ع ع
2
 𝒾 )16)  +( 𝒾 (4 2(3)+ 

2
 عSol ع ع ع ع ( (3

 

2  = -1 𝑖   ,5 = 𝑖  𝑖   

    − 𝑖  =  = 
 1

𝑖  
    

 1

𝑖73  =-73    𝑖   

 الأعداد المركبة  عملية الضرب على مجموعة   ثانيا    

c2 = a2 + b2 𝒾 

             

c1 = a1 + b1 𝒾 

                    

         

Ex. 
       

Ex. 
       

    R ∈ K               𝒊 c = a+ bإذا كان         
  𝒊 K c = Ka +Kb                      فإن 
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 ع

 ع ع ع ع ع ع   ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
  ع

                                                                                           ) 𝒾1+  ) 𝒾    ⟦③⟧  

                                                                     𝒾1 +  -  =   1 - 𝒾  =  
2
 𝒾  + 𝒾     Sol 

 (   𝒾4+ 3 (  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
−𝟓

𝟐
 ع⟦④⟧ ع ع ع ع ع

                                           
15 𝒾  

𝟐
) ( –10 -   =  (𝒾3 ) 

−𝟓

𝟐
)(  +4    

−𝟓

𝟐
 عSol ع ع  )(

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
2

 ( 𝒾 -1  ) + 
2

( 𝒾1 + )ع⟦⑤⟧ ع ع ع ع 

 عSol ع ع(𝒾 1 + 2 -( 1 ع ع+( 𝒾 2 -1 -( 1 ع= ع ع(𝒾 2 + (  ع(-𝒾 2 ع) ع= ع +  𝒾0  0 ع ع ع ع ع

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 

 ∀   ∋  c1    , c2   , c3  ₵              أذا كان    

                  فإن                 

 بدالية    الا الخاصية                        

                                    

                                               

 التجميعية الخاصية       

                               
 العنصر المحايد              

 

     

           

 ع عدا الصفر يوجد له نظير ضربي c أي أن لكل عدد مركب  ع       
1

c
   ₵ عالىينتمي  ع

 ع عزمرة ابدالية ع ع( ع₵ ع ع- ع( 𝒾  + 0 0) ع ع’ ع× ع ع ع) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عأي أن ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 ع ع ع ع ع ع ع ع. عيسمى حقل الأعداد المركبة حقل ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع( ع ع₵ ع ع, ع+ ع ع, ع× ع ع) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عأي أن ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 ع

 ع

  2 = a 2 + 2ab + b 2 ( a + b  )  مفكوك حدانية 

 الأعداد المركبة  مجموعة عملية الضرب علىخواص   

❶ 

❷ 

❸ 

❹ 

  c1 × c2  =  c2 × c1  

                              
c1  × ( c2× c3) =  (c1  ×  c2) × c3     

                                                               
              𝒾 1 =  1 + 0 

𝒾  1 + 0     =
𝟏

𝐜  ×  𝐜    ,₵   ∈ 
𝟏

𝐜   ∃   , 𝒾  + 0 0  𝐜  ≠  ∀  
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 ع

 جد ناتج كلًا مما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
 

𝟏 ) ع𝟐−√)  ع) ع ع+
11
𝟐√ )    ع +  𝒊 ع ع ع ع ع⟦➀⟧ ع ع ع ع 

1 ) ع𝑖 √2)  ع  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع 2√ )  = ع ع+ −  𝑖)ع ع ع ع ع Solع 

2√2 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع +  𝑖2√   ع ع2 √ ع= ع ع + 2 𝑖 −  𝑖  ع=+

 ع

𝟑 ) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع +  𝒊)𝟐 ) ع ع ع +  𝒊)𝟏 ) ع ع ع +  𝒊)ع⟦➁⟧ ع ع ع ع ع 

                   ( 3 + 𝑖)1 ) ع + 3 𝑖)3 ) =   ع ع ع +  𝑖)2+ ع ع ع 𝑖 − 2 ) ع ع ع(1 +  𝑖ع = Sol                                         

( 0 +  10𝑖)                                                             =   9𝑖 − 3 ) ع(3 +  𝑖 + = 
 

                                                               
2
𝟏  )   ع + 𝟑 𝒊)ع 

2
𝟑  )    ع + 𝟐 𝒊)ع ع ع   ⟦③⟧ 

                                                 ( 1 + 6 𝑖 − 𝑖 12 ع ع ع(9 − 9 ) ع(4  Sol   = ع+

                       −96 𝑖 − 40− ) ع 𝑖 30 ع( 72 + = (− 8 + 6 𝑖 )12 ع 𝑖 )5 ) ع   = ع+

                                                                               66 𝑖 )112−) ع  = ع ع−
 

                                                                                          
 ع ع

10
𝟏 )    ع +  𝒊)ع   ⟦④⟧ 

          ع     
5
 . ع𝑖  ع

5
 =    ع(2 ) ع

5
1 ] ع2𝑖  -1 ع[2𝑖 = 5 )( ع  ع ع=] +

5]2
1 ) ع𝑖  ع)  Sol   = ] ع+

                                                                    𝑖 0   ع +  =2 3  ع 𝑖  ع=2 3

 

 ع                                                                                      
5
𝟐 )     ع − 𝟐 𝒊)  ⟦⑤⟧         

2 )  ع𝑖 2 ع)                 −  
2]2

2) ع𝑖 2 ع) 2 )  ع𝑖 2 ع) = ] ع− − 
4
2 )  ع𝑖 2 ع) ع  Sol   = ع−

2 )  ع𝑖 2 ع)                     − 
2
2 )  ع𝑖 2 ع)=     ع( 8𝑖 ) ع − ]2

4 ع8𝑖 − 4  ع  − [ = 

2 )  ع𝑖 2 ع) ع                     2 )  ع𝑖 2 ع) ع ع ع ع=   (1 -) 64 − − 
2
 ( 𝑖  ) ع

2
 = ( 8 −) ع

                                                                           128 𝑖 128 + - = 

 ع                                                      
               3

𝟏 )  ع −  𝒊)+
3 
𝟏 )    ع +  𝒊)  ⟦⑥⟧         

1)  ع𝑖  ع) ع         ع ع ع ع ع ع ع ع            −  
2
1)  ع𝑖  ع) ع 1)  ع𝑖  ع) ع+ ع − +   

2
1)  ع𝑖  ع) ع  Sol    = ع +

1)  ع𝑖  ع)            1 −  
 
𝑖 2) ع − 1)  ع1 1)  ع𝑖  ع)+ ع  − 𝑖 2 ع)  + − 1)  ع1     = ع +

    ((−2 𝑖 − 2  +((2 𝑖 − 1)  ع𝑖  ع) =     2 −  ((−2 𝑖  ع)+ ع  𝑖1)  ع     = 𝑖 2 ع +

4−  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + 0 𝑖   0  =  ع ع 𝑖 −   ع=    4
 

𝑖 ع ع= ع- ع 
3
 ع= ع𝑖   ع

11
 𝑖       ع

 2−√ ع ع= ع𝑖 2√ ع   ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
 

Ex. 
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x ع ع ع ع عفجد قيمة ع ع عx = -1+ 𝟐 𝒊 ع ع ع ع ع عإذا كان                          
 2 

+ 2 x +5               

                                                5 +   (2 𝑖  (−1 +  2  + 
2
  (2 𝑖  (−1 +  =    Sol 

                                                        5  + 4 𝑖  − 2 + (-  4  4  ع 𝑖1+)  ع −= 

                                                      0 =  0 + 0 𝑖   = 4 𝑖 + 3  +4  ع 𝑖3−  ع −= 
 

 ع ع ع ع ع ع عتين تحققانللالحقيقيتين ا ع ع ع ع ع ع  x, y ع ع ع ع ع عجد قيمة ع               

𝒙 )    ع ع   ع ع ع ع  المعادلة ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + 𝟐 𝒊)  (𝟐𝒙 +  𝒊)  =   𝒚 + 𝟓 𝒊                

                                                     ( 𝑥 + 2 𝑖 )  ( 2𝑥 +  𝑖 )     =𝑦 + 5 𝑖    Sol 

                                                     +𝑥 𝑖 − 2  + 4𝑥 𝑖 2𝑥  2  =   𝑦 + 5 𝑖 

                                                              −2 +  5𝑥 𝑖 2𝑥  2  =   𝑦 + 5 𝑖 
                                                (1)    ...........             2   -  

2
  2𝑥    =  𝑦  

  ⇒                 𝑥   =   1            (1)نعوض في              
 
  5𝑥    =   5 

                             0 = 2   -  2      =𝑦        ⇒          2   -  
2
  2(1)     =𝑦  

 

 ) =  4  +  ع ع ع ع ع عبرهن أن ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع 
3
  𝒊  (𝟏 − ( 

2
  𝒊  (𝟏 −   ( 𝒊  (𝟏  ع ع ع  ع ع ع ع ع ع ع ع ع−

                                      ( 
3

  𝑖  (1 − ( 
2
  𝑖  (1 −   ( 𝑖     (1 −      L .H .S      Sol 

                                          
 

  (+𝑖  (1  (1  (1 +   ( 𝑖  (1 −  = 

                   (−𝑖 +1    𝑖 2 (1 +    =     (+𝑖  (1    ( 𝑖 2 (1 −  = 

                                          +  4   =( 2  2 (  = ( 1  2 (1 + = 
                                        R .H .S             =L .H .S       

  

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عأثبت أن ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
2
𝟑 )√ ع ع) ع16 =  +  𝟒𝒊 ) + √( 𝟑 −  𝟒𝒊 )  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع( ع ع 

                                       
2
3 )√) ع ع  +  4𝑖 ) + √( 3 −  4𝑖 )  ع ع ع( ع  L .H .S      Sol    

    
2
 (√( 3 −  4𝑖 )   3 )√)+  ع( ع +  4𝑖 )  √( 3 −  4𝑖 )  2 ( ع  +

2
 (√( 3 +  4𝑖 )   ع= ع ع( ع   

  
                  

3 ) ع  − 4𝑖 ) 3 )√)+  ع +  4𝑖 )( 3 − 4𝑖 )     3 ) ع+  2 ( ع +  4𝑖 )ع ع= ع( ع   

9  √ ع                                          − 12𝑖 + 12𝑖 +    ع ع= ع ع ع 6 + 2 ( ع       16

   ع ع= ع ع ع 6 + 2  ع   25 √=      ع ع ع 6 + 2 ( ع ( 5=    16                              
 ع    R .H .S             =L .H .S ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 ع

 ع

 ع ع

Ex. 
       

Ex. 
       

Ex. 
       

Ex. 
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 ع ع ع

 ع

,𝑎  ∀ ع ع ع ع ع𝑐̅ ع= ع a – b𝒾 ع عهو العدد c = a + b𝒾 ع ع ع عمرافق العدد المركب ع ع ع ع ع 𝑏 ∈ 𝑅ع 

 

 النظير الضربي  ع ع ع ع ع ع ع ع ع
𝟏

𝐚+𝐛𝓲
  

 

 النظير الجمعي     

c = - a – b𝒾   - 

 المرافق         

a – b𝒾      ع= ع 𝒄̅ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع  
 

 العدد المركب       

c =  a + b𝒾       

 - 3 – 𝒾     3 ع ع ع ع ع ع ع  – 𝒾   3 ع ع ع ع ع ع ع ع + 𝒾ع 

𝟏

−𝟓 − 𝟒𝓲
 5 + 4𝒾     4 + 5- ع ع ع ع ع ع ع𝒾4 - 5- ع ع ع ع ع ع ع ع𝒾ع 

 ع𝒾 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع𝒾–  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع        𝒾 –  ع

𝟏

𝟕
 ع7 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع7 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع       7 - 

   ع
 ع  ع ع 

 ع ع ع

 ع ع ع ع

 ع 

 ع

 فإن    c = a+ b𝒾إذا كان  ع

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

                  
              

       

𝑐   إذا كان         ∈ 𝑅    

 
 

          𝒄𝟐 ≠ 𝟎 

 
 

 مرافق العدد المركب

 خواص العدد المرافق
❶ 

❹ 

❺ 

❸ 

❼ 

❷ 

𝒄𝟐̅̅ ع ع ع ع ع ع ع ع 𝒄𝟏̅̅ ع ع ع ع± ع ع̅ 𝒄𝟏 ع ع=   ع̅ ± 𝐜𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    ع ع̅̅

              𝒄𝟐̅̅ 𝒄𝟏̅̅ ع ع. ع ع̅ .𝒄𝟏 ع ع ع ع=   ع̅ 𝐜𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅  ع ع ع ع ع ع̅

        b 2    +a 2       =𝒄    .  𝒄       

                a      2    =𝒄    +  𝒄     

                          𝑐ع ع= ع ع ع 𝑐   ع ع ع ع 

                      
𝒄𝟏̅̅ ̅

𝒄𝟐̅̅ ̅
  ) ع ع=   ع

𝒄𝟏

𝒄𝟐
) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

  ع ع ع ع

                          𝑐ع= ع ع ع 𝑐  ❻  ع ع ع ع̅
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    .  فتحقق من c1 = 1+ 𝒾          ,   c2 = 3 - 2𝒾       إذا كان                 

            𝒄𝟐̅̅ 𝒄𝟏̅̅ ع ع. ع ع̅ .𝒄𝟏 ع ع ع ع=   ع̅ 𝐜𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝒄𝟐̅̅,        ع 2  ع ع ع ع̅ 𝒄𝟏̅̅ ع ع ع ع± ع ع̅ 𝒄𝟏 ع ع=   ع̅ ± 𝐜𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   1   ع ع̅̅

                                                                                                           Sol 

                            (1 +  𝒾 ) + (3 − 2 𝒾 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑐1   =     ع ع ع̅̅ + c2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   L . H . C     1   :  ع ع ع ع ع ع ع ع̅

                                   4 +  𝒾    =4 −  𝒾 ̅̅ ̅̅ ̅̅  =    ع ع ع̅̅

                           (3 − 2 𝒾)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 1) ع ع ع ع+ ع ع̅̅ + 𝒾 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝒄𝟐̅̅=      ع̅̅ 𝒄𝟏̅̅ ع ع ع+ ع ع̅   R . H . C:       ع̅

               𝑐1 + c2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      =4 +  𝒾     =  (3 + 2 𝒾)  +   1 − 𝒾   =  

                                                               𝒄𝟐̅̅ 𝒄𝟏̅̅ ع ع ع ع + ع ع̅ 𝒄𝟏 ع ع=   ع̅ + 𝐜𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ∴     ع ع̅̅
  

                                       (1 +  𝒾) + (3 − 2 𝒾)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ .𝒄𝟏=       ع ع ع̅ 𝐜𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅     ع L . H . C     2 :   ع ع̅

        5 − 𝒾     =(5 + 𝒾 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅      = (3 − 2 𝒾 + 3 𝒾 + 2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =    ع ع̅

3) ع                                       − 2 𝒾)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 1) ع ع ع. ع ع̅̅ + 𝒾 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝒄𝟐̅̅=         ع̅̅ 𝒄𝟏̅̅ ع ع ع. ع ع̅  R . H . C:       ع̅

         (3 + 2 𝒾 − 3 𝒾 + 2)      =(3 + 2 𝒾) (1 − 𝒾 )  = 

                                    𝒄𝟏. 𝐜𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ 5=               ع ع ع ع̅ − 𝒾     = 

                                                                    𝒄𝟐̅̅ 𝒄𝟏̅̅ ع ع. ع ع ع̅ 𝒄𝟏   .   𝐜𝟐̅̅ ع ع=   ع̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ∴     ع ع̅

 عثم جد النظير الضربي وضعه c = 2 - 2𝒾   ع ع عجد النظير الجمعي للعدد              

 .بالصيغة العادية للعدد المركب  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 ع-c = - 2 + 2𝒾 النظير الجمعي       ع     c = 2 - 2𝒾العدد                   ع ع ع ع ع

                                                                   الضربي   النظير      
1

2 − 2𝒾
      = 

1

c
 

                         
  2𝒾

 8
   +

2 

8
      =

2+ 2𝒾

8
      =

2+ 2𝒾

4+ 4 
       =

2+ 2𝒾

2+ 2𝒾
     ×

1

2 − 2𝒾
  

                                                              
  𝟏

 𝟒
 𝓲   +

𝟏 

𝟒
  = 

   ع ع عضع العدد ع ع ع ع              
3− 2𝒾

5  +  𝒾
 ع. بالصيغة العادية للعدد المركب ع 

                                             

                            
15− 3𝒾 − 10𝒾− 2

25 + 1 
  =   

5− 𝒾

5− 𝒾
  ×  

3− 2𝒾

5 + 𝒾
    =   

3− 2𝒾

5 + 𝒾
 

                               
𝟏

 𝟐
𝓲   -   

𝟏

 𝟐
  =  

  13𝒾

 26
  -  

13 

26 
 =   

13− 13 𝒾

26 
 = 

      فتحقق منc1 = 3-2𝒾     ,    c2 = 1 + 𝒾   إذا كان ع             
𝒄𝟏̅̅ ̅

𝒄𝟐̅̅ ̅
  ) ع= ع

𝒄𝟏

𝒄𝟐
 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 .       

Ex. 
 

Ex. 
EEx

Ex. 
EE

Ex. 
eeee

SoI 
     

SoI 
     

SoI 
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1− 𝒾

1− 𝒾
) 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 ×  (  

3−2𝒾

1+ 𝒾
  

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
    =(  

3−2𝒾

1+ 𝒾
) 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
    =(  

𝑐1

𝑐2
) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

    L . H . C 

               

    ع ع) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
1 

2 
−  

5𝒾

2
  

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  ) ع ع= ع ع  ع( ع ع

1−5𝒾

2 
  

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  ) ع ع= ع ع ع

3−3𝒾−2𝒾−2

1+ 1
) 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 ع

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
𝟏 

𝟐 
+ 

𝟓𝓲

𝟐
 =    ع ع

              
3+3𝒾+2𝒾−2

1+ 1
     =

1+ 𝒾

1+ 𝒾
  ×  

3+ 2𝒾

1− 𝒾
   =

3−2𝒾̅̅ ̅̅ ̅̅

1 + 𝒾̅̅ ̅̅ ̅̅
 =   

𝑐1̅̅ ̅

𝑐2̅̅ ̅
          R . H . C 

                      
𝑐1̅̅ ̅

𝑐2̅̅ ̅
   =(  

𝑐1

𝑐2
) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

   ∴      
𝟏 

𝟐 
+ 

𝟓𝓲

𝟐
      =

1+ 5𝒾

2
 = 

 ع    c = a + b𝒾    ضع كلاً مما يأتي بالصورة 

 ع               
𝟏+ 𝓲

𝟏− 𝓲
 

                                0 + 𝒾  = 𝒾   =
2 𝒾

2 
   = 

1+ 𝒾+𝒾−1

1+ 1
  =   

1+ 𝒾

1+ 𝒾
 ×  

1+ 𝒾

1− 𝒾
   

  ع 

                            
𝟐− 𝓲

𝟑 +𝟒 𝓲
 

      
 11𝒾

25 
 −  

2

25 
      =

2− 11𝒾

25 
   =  

6− 8𝒾− 3𝒾−4

9 + 16
 = 

3− 4 𝒾

3−4 𝒾
   ×

2− 𝒾

3 + 4𝒾
           

 

 ع                              
𝟏+𝟐 𝓲

−𝟐+ 𝓲
 

                    𝟎 − 𝓲     =
0−5 𝒾

5
     =

− 2− 𝒾 −4𝒾+ 2

4+ 1
  = 

−2− 𝒾

−2− 𝒾
 × 

1+2 𝒾

−2+ 𝒾
    

 
  ع        

 
 
 

  

Ex. 
Ex.   

❶ 

❷ 

❸
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 جد ناتج ما يأتي                

                            (𝟑 −  𝓲 )−𝟏
 (𝟐 +  𝓲)  (𝟏 +  𝓲) 

                         
 (2+ 𝒾 + 2𝒾 – 1)(3+ 𝒾) 

9+1 
 = 

 3+ 𝒾

 3+ 𝒾 
   ×

(1+ 𝒾)(2+ 𝒾)

(3 – 𝒾)
 =    

         

                         𝟎 + 𝓲  =  𝒾  =  
 10𝒾

10 
  =  

3+ 𝒾 + 9𝒾 – 3

10 
  =  

(1+3 𝒾)(3+ 𝒾)

10 
  = 

                

                                                                                          
 ( 𝟏+ 𝓲)𝟓

( 𝟏− 𝓲)𝟓
  

     ( 
1+ 𝒾+𝒾−1 

1+1 )5   =  ( 
1+ 𝒾
1− 𝒾

 ×
1+ 𝒾
1+ 𝒾

 )5=    ( 
1+ 𝒾
1− 𝒾

)5  =
 ( 1+ 𝒾)5

( 1− 𝒾)5
 

                                            𝟎 + 𝓲  =   𝒾    =𝒾 5   = ( 
2𝒾 
2 )

5  =    

                                                                                         
 𝟔𝟒

 ( 𝟏− 𝓲)𝟔 
 

                       (
2

 1− 𝒾
×

1+ 𝒾
 1+ 𝒾

 )6    =(
2

 1− 𝒾
)6    =

26  

 ( 1− 𝒾)6 
  =

 64

 ( 1− 𝒾)6 
  = 

                 ]3
 ( 1 +  𝒾)2 [    = ( 1 +  𝒾)6    =(  

2(1+ 𝒾)
 2  )6  =  (  

2(1+ 𝒾)
 1+1  )6 = 

                       8(− 𝒾)  =   8( 𝒾) 3= 𝒾 3  ( 2)3   =( 2 𝒾)3   =]3
  1+2 𝒾−1 [ =  

                                                𝟎 −  𝟖 𝓲    =− 8 𝒾   = 

                                                                                
 ( 𝟐+ 𝓲)𝟕 

 ( 𝟏−𝟐 𝓲)𝟔 
 

            (2 +  𝒾)  (  
 2+ 𝒾

  1−2 𝒾   
 )6   =

 ( 2+ 𝒾)6  ( 2+ 𝒾) 

 ( 1−2 𝒾)6 
    =

 ( 2+ 𝒾)7 

 ( 1−2 𝒾)6 
 = 

           (2 +  𝒾)   (
 2+4 𝒾 + 𝒾−2

  1+4    )6 = (2 +  𝒾) ( 
 2+ 𝒾

  1−2 𝒾   
 ×  

 1+2 𝒾 
  1+2 𝒾   

 )6 = 

                 (2 +  𝒾)     𝒾  2   = (2 +  𝒾)     𝒾  6  = (2 +  𝒾)   (
 5𝒾
  5  )

6= 

                            −𝟐 −  𝓲    = (2 +  𝒾)    ( −1)    = 

       
 
 

❶
Ex. 
EE

❸

❷

❹ 
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  اكتب العدد                  
   𝟓− 𝓲   

   𝟏− 𝓲  
  واكتببالصيغة العادية للعدد المركب  

  نظيره الجمعي              
 

         
  6+ 4 𝒾   

  2  
  =  

5+ 5𝒾 − 𝒾 
+ 1 

   1+1    
   =

  1+ 𝒾   

  1+ 𝒾  
  ×

   5− 𝒾   

   1− 𝒾  
      =

   5− 𝒾   

   1− 𝒾  
 

                                         𝟑 + 𝟐 𝓲    =
 4 𝒾  

  2  
   +

  6    

  2  
  = 

𝟑−   النظير الجمعي                                             − 𝟐 𝓲     

    

 =                 2        اثبت أن                  
   𝟑 𝓲   

    √𝟐− 𝓲  
  -  

   𝟑 𝓲   

    √𝟐+ 𝓲  
 

                   
    √2+ 𝒾   

    √2+ 𝒾  
 ×  

   3 𝒾   

    √2− 𝒾  
 -  

   √2− 𝒾   

    √2− 𝒾  
 ×

   3 𝒾   

    √2+ 𝒾  
      :L . H . C 

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
   3 𝒾(√2+ 𝒾)   

    3  
 - 

   3 𝒾(  √2− 𝒾 )

    3   
  = ع ع ع

   3 𝒾(√2+ 𝒾)   

    2+1  
 - 

   3 𝒾(  √2− 𝒾 )

    2+1   
 ع  = 

𝒾 2√ −) ع =  2                     + 𝒾 2√  )  ع+ ع(1 + 𝒾 2√  ) ع=  (1 − 𝒾 2√  )  ع ع- (1 + 1)= 

                                          2    =R . H . C    =L . H . C  

 

  إذا كأن                  
   (𝟔−𝟑 𝓲)+  (𝟏+𝟐𝓲𝟓 )   

   𝟐  − 𝓲  
  =  , L 

   𝟏𝟑− 𝓲   

     𝟒 + 𝓲  
  = M 

   L  M ,  مترافقان هل أن                  

             
52 −13𝒾−4𝒾−1

 16+1   
    =

4 − 𝒾

 4 − 𝒾  
  ×

   13− 𝒾   

     4 + 𝒾  
   =

   13− 𝒾   

     4 + 𝒾  
 = M     

         𝟑−  𝓲    =
17𝒾 

 17    
 - 

51

 17  
   =

51 −17𝒾 

 17    
   =

52 −13𝒾−4𝒾−1

 16+1   
    = 

     

                           
(6−3 𝒾)+  (1+2 𝒾)   

    2 − 𝒾  
 = 

 (6−3 𝒾)+  (1+2𝒾5 )   

    2 − 𝒾  
 =    L      

         
 15+5 𝒾 

 5 
     =

14+7𝒾−2𝒾+1

 4+1   
 =   

 2+ 𝒾 

 2+ 𝒾 
 ×  

7 − 𝒾

 2 − 𝒾 
   =

7 − 𝒾

 2 − 𝒾 
 = 

Ex. 
Ex.   

SoI 
     

Ex. 
EESoI 

     

Ex. 
EE

SoI 
     

𝒾
5

= 𝒾 

So

So

So
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                                                        𝟑 +  𝓲     =
  5 𝒾 

 5 
    +

 15  

 5 
  =                      

 L  M ,مترافقان         ∴
 

 إذا كأن                
 𝟑 − 𝟐𝓲 

   𝓲 
    ,

𝒙 − 𝐲 𝓲 

 𝟏+ 𝟓 𝓲 
,𝒙    فجد قيمة كل منمترافقان     𝒚 ∈ 𝑹 

                  

                              
𝑥 + y 𝒾 

 1− 5 𝒾 
    =

 3− 2𝒾 

   𝒾 
   ⇨   

 𝑥 − y 𝒾 
 1+ 5 𝒾 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
    =

 3− 2𝒾 

   𝒾 
 

                                                            (1 − 5 𝒾)  ( 3 − 2𝒾)     =( 𝑥 +  y 𝒾 ) 𝒾 

− 𝒾 2 −                                                    ع ع ع ع 10    3 − 15𝒾       =𝑥𝒾 − y   

                                                                                 7 − 17𝒾  -     =𝑥𝒾 − y   

                                      𝟕    =𝐲                ⇨             -1)× )          (      −7    =−y  ) 

 

                                                                                       −𝟏𝟕    =𝒙 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

So

 Ex. 
EE
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𝐚 ع ع عالى عحاصل عضرب عبددين عمرك ين عكل عمنهما عبن عصورة ع ع𝒙𝟐 ع+ ع𝒚𝟐 ع ع ع عيمكن عتحليل ع ع ع ع + 𝐛𝓲ع 

 عوذلك

 
         

a الى عحاصل عضرب عباملين عمن عصورة  53,  10 حلل عكل عمن عالعددين               + b𝒾   

,  a ع عحيث               b بددين عنس يين ع ع . 

                                                               
                                 9 + 1  =10           or               1 + 9    =10 

                                9 - 𝒾2  =                            1 -  9 𝒾2    =  

                  (3 − 𝒾 () 3 + 𝒾    = )       (1 − 3𝒾 () 1 + 3𝒾  )=  

 
                                                               

                               53 = 49 + 4           or              53 = 4 + 49 

                                 = 49 - 4  𝒾2                          = 4 - 49 𝒾2     

           (7 − 2𝒾 () 7 + 2𝒾    = )        (2 − 7𝒾 () 2 + 7𝒾  )=  

         

a باملين عمن عصورة عالىيلي عحلل عكل عمن ع               + b𝒾 حيث ع  a  , b   بددين عنس يين . 

 

                                                                                       𝒾 
  +𝒙𝟑

     ⟦❶⟧ 

                    (𝑥 2 + 𝑥 𝒾 − 1 () 𝑥 − 𝒾 )  =    𝒾3
- 𝑥 3    =        𝒾 

 +𝑥 3                        = 

  

                                                                                     𝒙 𝟐 − 𝟖 𝒙 𝓲 − 𝟕    ⟦❷⟧ 

                                          𝑥 2 − 8 𝑥 𝒾 + 7 𝒾2
    =𝑥 2 − 8 𝑥 𝒾 − 7    = 

                                                                        ( 𝑥 − 𝒾   ) (𝑥 −  7 𝒾   )= 

 

                                                                                   𝒙 𝟐 − 𝟕 𝒙 𝓲 − 𝟏𝟐    ⟦❸⟧ 

                                     𝑥 2 − 7 𝑥 𝒾 + 12 𝒾2
   =𝑥 2 − 7 𝑥 𝒾 − 12   = 

                                                                      ( 𝑥 −  4𝒾   ) (𝑥 −  3 𝒾   )= 

 

 تحليل مقدار الى عاملين    

(𝓲  𝒚  -𝒙   ( )𝓲  𝒚   +𝒙   = )𝓲𝟐 𝒚𝟐 - 𝒙𝟐   =𝒚𝟐  +𝒙𝟐
 

Ex. 
 

SoI 
     

−𝒾2
 

−𝒾2 

--- 

−𝒾2 

- 

−𝒾2 

- 

Ex. 

−𝒾2 

- 

−𝒾2

- 

−𝒾2 

- 
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,  a جد عقيمة                b ∈ 𝑅 𝟏−    للمعادلة ع + 𝟕𝓲  =   (𝐚 + 𝐛𝓲   ) (𝟐 + 𝓲  ) 

𝒂 𝟐 جد عقيمة عثم               + 𝒃 𝟐                

                                                                 1 + 7𝒾 - =   (a + b𝒾   ) (2 + 𝒾  ) 

    

                                                               
−1+7𝒾 

2+𝒾 
  =  

 (2+𝒾)( a+b𝒾  ) 

2+𝒾 
   = 

                                        
−2+𝒾 +14𝒾 +7 

4+1 
       =

2−𝒾 

2−𝒾 
  ×  

−1+7𝒾 

2+𝒾 
  =  (a + b𝒾  )   

                                                                  1 + 3𝒾  =  
 15𝒾 

5 
  +  

5  

5 
 =   

5+15𝒾 

5 
  = 

                                                           𝒂  = 𝟏   ,   𝒃  = 𝟑                

𝒂 𝟐 ع ع ع= ع ع2 (1) ع ع+ ع ع2 (3) ع ع= ع ع10 = 9 + 1 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + 𝒃 𝟐ع 

  

,  c جد عقيمة                   d ∈ 𝑅  𝟒𝟎   للمعادلة ع  =   (𝐜 + 𝐝𝓲   ) (𝟔 − 𝟐𝓲  ) 

   

c)   =  40 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + d𝒾   ) (6 − 2𝒾  )ع 

                           ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
40  

 ( 6−2𝒾  ) 
  =  

( c + d𝒾  ) ( 6−2𝒾  ) 

 ( 6−2𝒾  )
   = 

            
 40( 6+2𝒾  )  

40  
     =

 40( 6+2𝒾  )  

36+4  
  =

 ( 6+2𝒾  )  

 ( 6+2𝒾  ) 
  ×  

40  
 ( 6−2𝒾  )    = (c + d𝒾  )   

                                     𝒄 = 𝟔    ,   𝒅  = 𝟐     ⇨       ( 6+2𝒾  )   = (c + d𝒾  )   

 

,  𝑥  عجد عقيمة ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع y ∈ 𝑅 𝟏   للمعادلة ع ع  =   (𝒙 + 𝐲𝓲   ) (𝐚 + 𝐛𝓲  ) 

   

𝑥)   =  1 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + y𝒾   ) (a + b𝒾  )ع 

                     ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
   1

    ( a+b𝒾  )    =  
   ( a+b𝒾  )( 𝑥+y𝒾  )   

 ( a+b𝒾  )   
   = 

                
     ( a−b𝒾  )   

𝑎 2+𝑏 2  

      =
     ( a−b𝒾  )   

  ( a−b𝒾  )
    ×

   1

    ( a+b𝒾  )       =( 𝑥+y𝒾  ) 

                                                        
     b𝒾     

𝑎 2+𝑏 2  

   -  
   a     

𝑎 2+𝑏 2  

  =( 𝑥+y𝒾 ) 

Ex. 

SoI 
     

 Ex. 
 

SoI 
     

 Ex. 
 

SoI 
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  −  𝐛      

𝒂 𝟐+𝒃 𝟐  

    =𝐲         ,      
   𝐚     

𝒂 𝟐+𝒃 𝟐  

  𝒙 = 

 
 

,  𝑥  عجد عقيمة                y   المعادلةالحقيقيتين عالتي عتحقق ع     

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

   𝟏  

𝓲 
 ع ع𝐲 ع ع ع= ع ع ع

    𝟑−𝓲    

 𝟐+𝓲  

 ع𝒙 ع ع+ ع
    𝟐−𝓲    

 𝟏+𝓲  

 ع

                                                                
   1  

𝒾 
 ع عy ع ع ع= ع ع ع

    3−𝒾    

 2+𝒾  

 ع𝑥 ع ع+ ع
    2−𝒾    

 1+𝒾  

 

               
  −𝒾    

−𝒾  

 
   1  

𝒾 
) ع عy ع ع ع= ع ع ع×

    2−𝒾    

 2−𝒾  

 ع

    3−𝒾    

 2+𝒾  

 ع𝑥 ع ع+( ع× 
    2−𝒾    

 1+𝒾  

 × 
    1−𝒾    

 1−𝒾  

 )  ) 

                                   
  −𝒾    

1  

 ) ع عy ع ع ع= ع ع ع 
    6−3𝒾 −2𝒾 −1  

 4+1  

 ع𝑥 ع ع+( ع
    2−2𝒾 −𝒾 −1  

 1+1  

)  ) 

 ) ع عy ع ع ع= ع𝒾− ع ع                                                            
    5−5𝒾    

 5  

 ع𝑥 ع ع+( ع
    1−3𝒾    

 2 

)  ) 

                                                          −𝒾ع ع ع= ع yع ع ( 
    5(1−𝒾)    

 5  

 ع𝑥 ع ع+( ع
    1−3𝒾    

 2 

)  ) 

1 ع) ع عy ع ع ع= ع𝒾− ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع× ع2 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع − 𝒾ع ع+(  ع 𝑥ع 
    1−3𝒾    

 2 

 ع(  (

2y ع ع ع ع= ع2𝒾− ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع − 2y𝒾ع ع+   ع   𝑥−3𝑥𝒾  ع 

 ع  𝑥   ع+ ع 2y ع=  ع0 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع1)               ..……… )                                              

 ع3𝑥−  ع- ع 2y ع= ع2 − ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع 2)              ..……… )                           ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
 -----------------------------------                              بالجمع                                

                                         2𝑥−  ع ع ع ع ع ع ع ع ع   ع= ع𝒙        ⇨        −2   ع ع   ع= ع𝟏                                                      

  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع           نعوض في              

 ع  𝑥   ع+ ع 2y ع= ع0 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع1)              ..……… )             ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
−   𝟏     

 𝟐 

 ع  1   ع+ ع 2y ع= ع0 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع⇨ ع ع ع ع ع ع ع𝐲 ع ع= ع ع ع

,  𝑥  عجد عقيمة                y   ع ع ع ع ع ع ع   للمعادلة ع 
𝒙𝟐+𝟒

𝒙+𝟐𝓲
 ع= ع ع 

    𝐲    

 𝟏+𝓲  
 

                                                               
𝑥2+4

𝑥+2𝒾
 ع  = ع 

    y    

 1+𝒾  
 

 Ex. 
 

SoI 
     

Ex. 

SoI 
     

−𝒾2

=- 
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(𝑥 +2𝒾 

 )(𝑥 −2𝒾 
 )

𝑥+2𝒾
    =

𝑥2−4𝒾 
2

𝑥+2𝒾
 =   

    𝑦    

 1+𝒾  
 

− 𝑥) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع  ع ع ع 2𝒾 
 
 ع  = ع ع(

    y    

 1+𝒾  
 ع

𝑥  𝒾 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + − 𝑥+  ع ع   2 2𝒾 
 

1 ع= ع + 𝒾)ع (𝑥 − 2𝒾 
 
 ع   ع ع عy ع ع= ع ع ع)(

+ 𝑥  ع1)  …………       ) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع  عy  ع= ع    2

= 𝒙 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع − 𝑥  ع ع ع ع ع ع ع⇨ ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع   𝟐  ع) عالتخيلي ع ع( ع ع ع ع0 ع= ع    2

2 1)                  4 = ) عنعوضها في   ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع +  𝐲 ع ع ع= ع ع ع2

 ع ع

,  𝑥  عجد عقيمة                y   ع ع ع ع ع   عللمعادلة ع (
 𝟏+𝟐𝓲 

𝟐−𝓲
)𝟕

 ع= ع ع
𝒙𝟐+𝟗 𝐲𝟐

𝒙−𝟑𝐲𝓲
  ع ع ع 

 

                                                         

) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
 1+2𝒾 

2−𝒾
)7

 ع   = ع ع
𝑥2+9 y2

𝑥−3y𝒾
 ع ع ع ع 

) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع      ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
 1+2𝒾 

2−𝒾
×

 2+𝒾 

2+𝒾
  )7

 ع ع= ع
𝑥2+9 y2

𝑥−3y𝒾
 ع

) ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
 2+𝒾 +4𝒾−2     

4+1
)7

 ع   = ع ع
𝑥2 − 9 y2 𝒾2

𝑥− 3y𝒾
 ع ع ع ع 

                                                  𝒾3
  = 𝒾7

) ع =  
   5𝒾  

 

5
)7

 ع ع=  ع ع
(𝑥

 
+ 3 y  𝒾 

) (𝑥
 
− 3 y  𝒾 

)

𝑥− 3y𝒾
  ع

                                                                          (0
 
− 𝒾 

)  =   (𝑥
 
+  3 y  𝒾 

) 

                                     𝐲 = −
𝟏

𝟑
            ⇨   3𝑦 = −1               ⇨  𝒙 = 𝟎   

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
  

 Ex. 
 

SoI 
     

−𝒾2 

- 
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𝓲اي جذر   يحتوي على   )جذر ألتربيعي للعدد المركب ال لإيجاد   
 

يتم بإحدى   ( 
 -الطريقتين : 

    الطريقة العامة  -: الطريقة الأولى     

 
 
 
 

𝒄         جد الجذر ألتربيعي للعدد       = 𝟖 + 𝟔𝓲       

𝑥             نفرض                             + 𝑦𝒾 = √8 + 6𝒾        

8 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عبتربيع الطرفين         ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع + 6𝒾ع ع= ع ع 
2

𝑥 ع) + 𝑦𝒾ع( ع 

                                                           8 + 6𝒾  =  
2

 𝑦 -  2𝑥𝑦𝒾  +ع 
2
 𝑥 ع

                                        ( ……..  (1       8    =  
2

 𝑦  - 2 ع
 𝑥 ع

                   ( ……..  (2     
3

𝑥
   =𝑦     ⇨      

6

2𝑥
  =𝑦      ⇨    6   =2𝑥𝑦  

=    8                             1)في )    2)بتعويض )           
9

 𝑥2    -2 ع
             𝑥 ع

   بضرب الطرفين  بـ            
2
             ينتج    𝑥 ع

2
𝑥 8  = 9   - 4 ع

   𝑥 ع

                                                                     
 ع

0  = 9  - 
2
𝑥 8 - 4 ع

                                           𝑥 ع

                                                          0  (  =1   + 2
𝑥 (  )9   - 2 ع

 ( 𝑥 ع

 يهمل                                                                                   

            3  ± 
 

 =   𝑥           ⇨     9 ع ع=
2
𝑥           ⇨   0 ( =9   - 2 ع

 أما      ( 𝑥 ع

     (2)في المعادلة   𝑥نعوض قيمة         

            𝟑 + 𝓲     ⇨     1   =𝑦      ⇨        
3

3
  =  

3

𝑥
  = 𝑦       :: 3  + 

 
                 عندما   𝑥 ع ع=

−𝟑 − 𝓲          ⇨     1-   =𝑦    ⇨       
3

−3
    =

3

𝑥
   =𝑦      ::3  − 

 
 عندما   𝑥 ع ع=

 
 
 
 

 الجذور التربيعية للعدد المركب    

+𝒙          نفرض 𝒚𝓲  =      عدد  مركب    

 Ex. 
 

SoI 
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 للأعداد           التربيعيةجد الجذور                

                                                                                                -25 

                                𝒾 5 ±  =𝑐       ⇨ √−25     =𝑐    ⇨     - 25  =
2
 𝑐 

                                                                                                 -17 

                             𝒾 √17 ±  =𝑐       ⇨ √−17     =𝑐    ⇨     - 17  =
2

 𝑐 

                                                                                                  𝒾  -        

𝒾   =𝑥−√   نفرض                                                       + 𝑦𝒾 

= 𝒾−                                      بتربيع الطرفين           
2  

  (𝑥 + 𝑦𝒾 )      

                                                             𝒾 -  0  =  
2

 𝑦 -  2𝑥𝑦𝒾  +ع 
2
 𝑥 ع

                                            ( ……..  (1       0    =  
2

 𝑦  - 2 ع
 𝑥 ع

                     ( ……..  (2    
−1

2𝑥
  =𝑦      ⇨    - 1   =2𝑥𝑦  

 =    0      ينتج          1)في )    2)بتعويض )           
2

  (
−1

2𝑥
2 ع- ( 

 𝑥  ع

بضرب الطرفين  بـ                
2
=     4𝑥               0 ع

 
 

 1

4 𝑥2  -2 ع
      𝑥  ع

                                                             0  = 1   - 4
   4𝑥 ع

                                                  0  (  =1  - 
2
2𝑥 (  )1  + 2 ع

 ( 2𝑥 ع

 يهمل                                                                                             

       
1

√ 2
   ± 

)    ⇨    𝑥 ع ع=
 1

 2
 )

 ع
=

2 
 = 𝑥    ⇨   1 ع

2
2𝑥    ⇨    0 =1 - 2 ع

    2𝑥 ع

     (2)في المعادلة   𝑥نعوض قيمة             

          𝒾 1
√ 2

 - 1
√ 2

              ⇨        
−1
√ 2

    =
−1

2 
1

√ 2

   =𝑦       :: 
1

√ 2
 

            عندما          𝑥 ع ع=

𝒾            
1

√ 2
 + −1

√ 2
            ⇨        

1
√ 2

    =
−1

2  
−1
√ 2

   =𝑦       :: 
−1
√ 2

 
 عندما   𝑥 ع ع=

 
 
 
 

Ex. 

❶ 

❷ 

❸ 
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                                                                                                8𝒾    

8𝒾   =𝑥√       نفرض                                                     + 𝑦𝒾 

= 8𝒾                                         بتربيع الطرفين           
2  

  (𝑥 + 𝑦𝒾 )      

                                                             8𝒾 + 0 =  
2

 𝑦 -  2𝑥𝑦𝒾  +ع 
2
 𝑥 ع

                                             ( ……..  (1       0    =  
2

 𝑦  - 2 ع
 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع𝑥 ع ع

……..  (2                                       
4

𝑥
  =𝑦      ⇨        8 =2𝑥𝑦     

 =    0       ينتج             1)في )    2)بتعويض )           
2

  (
4

𝑥
2 ع-( 

 𝑥  ع

بضرب الطرفين  بـ                
2
=    𝑥                     0  ع

 
 

16

 𝑥2  -2 ع
      𝑥  ع

                                                                 0  = 16   - 4
   𝑥 ع

                                                      0  (  =4  - 
2
𝑥 (  )4  + 2 ع

 ( 𝑥 ع

 يهمل                                                                                           

                     2  ± =
 ع
 = 𝑥        ⇨     4 ع

2
𝑥         ⇨       0   =4   - 2 ع

   𝑥 ع

     (2)في المعادلة   𝑥نعوض قيمة             

                       𝒾 2 + 2                  ⇨        2    =
4

2 
   =𝑦       :: 2 

 
                  عندما          𝑥 ع ع=

𝒾                       2 - 2 -              ⇨    −2    =
4

−2 
   =𝑦       ::− 2 

 =𝑥     عندما 

  

          للعدد المركب جد الجذر ألتربيعي               
𝟒

𝟏−√ 𝟑𝓲
         

                                   

   
4 (1+√ 3𝒾)

4
   =  

4 (1+ √ 3𝒾)
1+3

   =   
1+ √ 3𝒾
1+ √ 3𝒾

  ×
4

1− √ 3𝒾
    =   

4

1− √ 3𝒾
 

                                               (1 + √ 3 𝒾) = 

1 √                  نفرض                             + √ 3 𝒾      =𝑥 + 𝑦𝒾 

                           بتربيع الطرفين           
2

 √ 1 + √ 3 𝒾   =
2  

  (𝑥 + 𝑦𝒾 )      

                                                           (1 + √ 3 𝒾) =  
2

 𝑦 -  2𝑥𝑦𝒾  +ع 
2
 𝑥 ع

                                               ( ……..  (1       1    =  
2

 𝑦  - 2 ع
 𝑥 ع

❹ 

Ex. 

SoI 
     



  زيد عخلف عد عب حسين:   الأستاذ             الأعداد المركب-الفصل الأول  -الرياضيات                   السادس العلمي

  
 

ص
حة

ف
2
5

 

 07802543623    موبايل  

                                        ( ……..  (2    
 √ 3 

2𝑥
  =𝑦      ⇨     √ 3  =2𝑥𝑦  

 =   1    ينتج                                 1)في )    2)بتعويض )           
2

  (
 √ 3 

2𝑥
2 ع-( 

 𝑥  ع

                                                                                 1   = 
 

 
 3

4𝑥2  -2 ع
 𝑥  ع

بضرب الطرفين  بـ                
2
                      ينتج  𝑥 4 ع

                       0 = 3  -  
2
𝑥  - 4 4 ع

       ⇨       4𝑥 ع
2
𝑥  = 3   - 4 4 ع

    4𝑥 ع

                                                0  (  =1  + 
2
2𝑥 (  )3  - 2 ع

 ( 2𝑥 ع

 يهمل                                                                         

             
  √3 

 √2 
  ± =

 ع
     ⇨        𝑥 ع

 3

2
 = 

2
𝑥         ⇨       0   =3   - 2 ع

   2𝑥 ع

  

     (2)في المعادلة   𝑥نعوض قيمة             

             𝒾 
  1

 √2 
 + 

  √3 

 √2 
         ⇨   

  1

 √2 
    =

√3 

2
  √3 

 √2 
 

     =𝑦      :: 
  √3 

 √2 
 

 
 عندما          𝑥 ع ع=

 𝒾       
  1

 √2 
 - 

−  √3 

 √2 
          ⇨    

− 1

 √2 
    =

√3 

2
−  √3 

 √2 
 

   =𝑦     :: 
− √3 
 √2 

 
 

 عندما      𝑥 ع ع=

  

                                  دليل .طريقة ال  -:  الطريقة الثانية

                                                             

                                                                            √ 9 + 6𝒾 − 1            =                                                                           

                                                                             9 + 6𝒾 + 𝒾
2
        = 

                                                                                   ( 3 + 𝒾)
2
       = 

                                                                                   ( 3 + 𝒾)
 

  ±    = 

 
 
 

 
 

                          3 

 الجزء الحقيقي  ⇙     ⇘الجزء التخيلي    

                    1          3   

 تربيع       ⇓        ⇓                    

         9    -    1  =  8  
 الحقيقي         

√ 𝟖+ 𝟔𝓲   
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                                         = √  
 3
2

+ √ 3 𝒾 +
 𝒾

2

2
            

 3
2

+ √ 3 𝒾 −
 1
2
  

                                                                         √ ( 
  √3 
 √2 

+  
  𝒾
 √2 

 )2       = 

                                                                          ( 
  √3 

 √2 
+  

  1

 √2 
 𝒾  )  ± = 

  
 

 

                                                √  
 1
2

− 𝒾 +
  𝒾

2

2
   =          

 1
2

− 𝒾 −
 1
2
    = 

                                                                         √ ( 
  1
 √2 

−
  1
 √2 

𝒾 )2       =   

                                                                            ( 
  1

 √2 
−

  1

 √2 
 𝒾  )  ± = 

 
 

                    

                                                4 + 8𝒾 + 4𝒾
2
       = √   4 + 8𝒾 − 4    = 

                                                                                ( 2 +   2𝒾 )2     =  

                                                                                  ( 2 + 2 𝒾  )  ± = 
 
  

                    

                                              4 − 12𝒾 + 9𝒾
2
    = √  4 − 12𝒾 − 9          = 

                                                ( 2 − 3 𝒾  )  ±  =         (2 − 3𝒾 )2     = 

 
 
 

√ 𝟏+ √ 𝟑 𝓲                         
  √3 

 2
 

                     ⇘     ⇙    

                   
  1

 √2 
     

  √3 

 √2 
  

                     ⇓        ⇓    

 
  3 

 2 
 -    

 1  

2   
  = 

 2  

2   
 = 1  

  

√−𝓲        
               

  1

 2
 

           ⇘     ⇙    

         
  1

 √2 
     

  1

 √2 
  

          ⇓        ⇓    

 
  1 

 2 
 -    

 1  

2 
  = 0  

  

√𝟖 𝓲        

                  4 

           ⇘     ⇙    

           2          2  

          ⇓        ⇓    

 4    -    4  = 0  

  −5 − 12 𝒾     

                  6 

           ⇘     ⇙    

          3          2  

          ⇓        ⇓    

 4    -    9  =  -5 
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                                            16 − 8𝒾 + 𝒾
2
    = √  16 − 8𝒾 − 1          = 

√   4 − 12𝒾 − 9    =                   ( 4 −  𝒾  )  ± =          (4 − 𝒾 )2     = 

  
 
 
 

  

 

 c + b 𝒙 ع ع ع عإن عالمعادلة ع ع ع
 + 𝒙𝟐

 aع 

   حلين عيمكن عايجادهما عبالدستور ع ع ع R ∈ a , b , cوإن ع ع ع ع ع ≠ a 0 عحيث ع ع ع ع ع ع

                                                                      𝑥 =  
−𝑏 ± √𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
       

𝒃𝟐 ع ع ع عأما عإذا عكان عالمقدار عالمميز − 𝟒𝒂𝒄سال اً عفأنه علايوجد عللمعادلة عحلول عحقيقية عولكن ع ع

 عيوجد علها عحلان عفي عمجموع عالأبداد عالمرك ة ع

 
 

 𝒙 4 + 0 = 5    حل المعادلة               
 + 𝒙𝟐   في مجموعة الأعداد المركبة . 

                                                    

                                                                                5 = 0 + 4 𝑥 
 + 𝑥2         

                                                            5 c = , b = 4     ,1 = a 

                                              
−4 ± √ −4 

2(1)
  =   

−𝑏 ± √𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
= 𝑥 

                                  𝒾 ±  - 2   =  
  2 𝒾 

2
 ±  

−4 

2
  =   

−4 ± 2 𝒾 

2(1)
 = 𝑥 

                                                   }  𝒾 −  - 2     ,𝒾 +  - 2   {    =S  ∴ 

 
 

 ع

 

15 − 8 𝒾                         4 

           ⇘     ⇙    

          1          4  

          ⇓        ⇓    

 16    -    1  =15 

  

 ₵    حل المعادلة التربيعية في

 Ex. 
 

SoI 
     

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

(4)2 − 4(1)(5)  = 

   16 -20   = - 4   = 
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 𝒙 6 + 0 = 13    المعادلةحل                
 - 𝒙𝟐         في مجموعة الأعداد المركبة. 

                                                    

                                                                   13 = 0 + 6 𝑥 
 - 𝑥2         

                                                              13 c = , b = - 6     ,1 = a 

                                               
+6 ± √−16 

2(1)
  = 𝑥 =  

−𝑏 ± √𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

                                                2𝒾 ±  3   =  
  4 𝒾 

2
 ±  

6 

2
  =   

6 ± 4 𝒾 

2(1)
 = 𝑥 

                                                                                     }  𝒾 −2 3     ,𝒾 +2 3  {  =  S 

 

 𝒙 8 + 0 = 5    حل المعادلة               
 - 𝟒𝒙𝟐

 .₵     في        

                                                                              5 = 0 + 8 𝑥 
 - 4𝑥2

         

                                                            5 c = , b = - 8     ,4 = a 

                                                  
+8 ± √−16 

2(4)
  = 

−𝑏 ± √𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 = 𝑥 

                                            𝒾  
  1  

2
 ±  1   =  

  4 𝒾 

8
 ±  

8 

8
  =   

8 ± 4 𝒾 

8
 = 𝑥 

                                                     }  𝒾 −
  1  
2

 1     ,𝒾 +
  1  
2

 1  {    =S  ∴ 

 

 𝓲 = 0 + 𝟑𝒁 +3   جد مجموعة الحلول للمعادلة                
 -  𝒁𝟐

  .₵     في    

 

                                                                3+ 𝒾 = 0 + 3𝑍 
 -  𝑍2

         

                                                       3+ 𝒾 c = , b = - 3     ,1 = a 

                                            
+3 ± √−3− 4𝒾 

2(1)
  =   

−𝑏 ±  𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
= Z 

                                                       1)... )........   
+3 ± √−3− 4𝒾 

2 
 = Z 

 
 
 

Ex. 

SoI 
     

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

(−6)2 − 4(1)(13)  = 

      36 -52   = - 16   = 

 Ex. 
 

SoI 
     

Ex. 

SoI 
     

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

(−8)2 − 4(4)(5)  = 

      64 -80   = - 16   = 

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

(−3)2 − 4(1)(3 +  𝒾)  = 

      9 -12 -  4 𝒾   = 

         3 − 4 𝒾 -  = 
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                                     1 − 4 𝒾 + 4𝒾2     =  √1 − 4 𝒾 − 4    =√−3 − 4 𝒾          

 

                                   ( 1 − 2𝒾   *) ±    =  (1 − 2𝒾)
2
   = 

   ( ...(1   ))))   1)نعوضها في )                               
+3 ± √−3− 4𝒾 

2 
   =𝑍 )))) 

                                                                      
+3 ±(1−2𝒾)   

2 
    =𝑍 

  either  𝑍 =  
+3+(1−2𝒾)   

2 
   = 

4 −2𝒾    

2 
  = 

4 

2 
 - 

 2𝒾  

2 
 =    2  - 𝒾                

   

    1 + 𝒾   =
2 

2 
 + 

 2𝒾  

2 
    =

 2+2𝒾    

2 
 =

+3− 1+2𝒾  

2 
 or   𝑍 =  

+3−(1−2𝒾) 
 

2 
  

                                                              }  𝒾  +1     ,𝒾 − 2  {    =S      ∴ 

 

 𝓲 (2  - 𝓲) = 0+ 𝟐𝒁    جد مجموعة الحلول للمعادلة                
+ 𝒁𝟐

 .₵     في    

 

                                                             𝒾 (2  - 𝒾) = 0+ 2𝑍 
+ 𝑍2

 

                                                     1 +  2𝒾 c = , b = 2     ,1 = a 

                                            
−2 ± √− 8𝒾 

2(1)
      =  

−𝑏 ±  𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
= 𝑍 

                                                        1)............... )   
−2 ± √− 8𝒾 

2 
 = 𝑍 

                                                 4 − 8 𝒾 + 4𝒾2     =  √4 − 8 𝒾 − 4    =√ −8 𝒾          

                                              ( 2 − 2𝒾   ) ±    =  (2 − 2𝒾)
2
   = 

   ( ...(1)))         1)نعوضها في )                               
−2 ± √− 8𝒾 

2 
   =𝑍    ))))  

                        ينتج                                             
−2 ±(2−2𝒾)   

2 
   =𝑍  

                  2 

           ⇘     ⇙    

          2          1  

          ⇓        ⇓    

 1    -    4  =  -3 

  

Ex. 

SoI 
     

                  4 

           ⇘     ⇙    

          2          2  

          ⇓        ⇓    

 4    -    4  =  0  

  

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

(2)2 − 4(1)(2𝒾 + 1)  = 

          - 4  4 -  8 𝒾  = 

                 -  8 𝒾   = 
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  either  𝑍 =  
−2+ 2−2𝒾    

2 
   = 

 −2𝒾    

2 
  =    - 𝒾                                       

          - 2 + 𝒾   =
−4 

2 
 + 

 2𝒾  

2 
    =

−4+2𝒾    

2 
  =or    𝑍 =  

−2−2+2𝒾)   

2 
  

                                                      }  𝒾  + -2    ,   𝒾 −2  {    =S      ∴ 

 

  𝟐𝒁𝓲 + 0 = 3    حل المعادلة                
 

 - 𝒁𝟐
  بطريقتين         

  

 
                                                                                 3 = 0 + 2𝑍𝒾    - 𝑍2

      

                                                                                                     3𝒾2   = 0 - 2𝑍𝒾 
 - 𝑍2

                      

                                                          0 = ( 𝑍 + 𝒾   )  ( 𝑍 − 3𝒾   ) 

                                            𝑍 = 3 𝒾       ⇨       0 =𝑍 − 3𝒾        either 

             or    𝑍 + 𝒾   = 0      ⇨         𝑍 =  - 𝒾                                          

                                                    }            𝒾   -      ,𝒾 3  {    =S      ∴ 

 

                                                                                3 = 0 + 2𝑍𝒾    - 𝑍2
      

                                                  3      c = , b = -2𝒾      ,1  = a 

                                                                         
−𝑏 ±  𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 =𝑍 

                                                                            
2𝒾   ± √−16 

2 (1) 
   = 𝑍 

                                                                                  
2𝒾   ± 4𝒾  

2 
 =  

  either  𝑍 =  
2𝒾  + 4𝒾  

2 
   =  

 6𝒾  

2 
 =    3 𝒾                                                    

                                                  −𝒾 = + 
−2𝒾  

2 
   =  or    𝑍 =  

2𝒾  − 4𝒾  

2 
  

                                                        }  𝒾 -     ,𝒾 3  {    =S      ∴ 

 Ex. 
 

SoI 
     

−𝒾2 

    الطريقة الأولى  -

      الطريقة الثانية

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

=(−2𝒾
 
)2 − 4(1)(3 ) 

   -  16  4 -12 =-   = 
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 ₵     في        𝒁 𝟐 =  12 -      حل المعادلة                   

                                         - 12  = 𝑍 2                                                     

                                   بجذر الطرفين                 

                                                    𝒾  ±2√3  = 𝑍    ⇨   ±√−12  = 𝑍                                                                                                                                                     

                                                              }    𝒾  −2√3 ,  𝒾  +2√3  {  =  S      ∴   

 
 

𝓲 𝟐      حل المعادلة               + 𝐙 + 𝟖  = 𝟑𝒁+ 𝟔 𝓲 
 

 ₵     في        

                                          

                                                    2 𝒾 + 𝑍 + 8  = 3𝑍+6 𝒾 
 

                                     

                                                 2 𝒾 − 6 𝒾 + 8  = 3𝑍−𝑍    

 8 − 4 𝒾                                       ÷  2                                    = 2𝑍    

            4 − 2𝒾    =     
4𝒾  

2 
 

 8 

2 
 - =     𝑍 =  

8−4𝒾  

2 
 

                                                      }     4 − 2𝒾    {    =S      ∴   

 

 ₵     في        𝟔𝒁 𝓲   +    𝒁 3 = 0               حل المعادلة              

                                          

                                                              0 = 6𝑍 𝒾   +    𝑍 3 

                                                                  0 = (6 𝒾   ( 𝑍 2+    𝑍   

  either  𝑍 =  0                                                                                     

                                     6 𝒾     𝑍 2=  -   ⇨      0 = (6 𝒾   ( 𝑍 2+        or 

                           

                                                                          6 𝒾     𝑍 2=  - 

                                                              √− 6𝒾   𝑍  =  ± 

 (√ 3 −  √ 3 𝒾) 
2
  ±   = 3 −  6𝒾 +  3𝒾 2  ±    =√3 −  6𝒾 − 3   𝑍  =  ± 

                                 (√ 3 −  √ 3 𝒾) 
 

 ±   =𝑍 

                }  (−√ 3 +  √ 3 𝒾) 
 

  ,  0  ,  + (√ 3 − √ 3 𝒾) 
 
   {  =  S      ∴   

  

Ex. 

SoI 
     

 Ex. 
 

SoI 
     

 Ex. 
 

SoI 
     

                 3 

           ⇘     ⇙    

          √ 3      √ 3   

          ⇓        ⇓    

 3    -    3  =  0  
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 ₵     في        𝓲   -    𝒁 3 𝟖 = 0               حل المعادلة              

                                          

                                                              0 = 8 𝒾   -    𝑍 3 

                                                                  0 =  8 𝒾 3    + 𝑍 3     

                                                    0 = (2 𝑍𝒾  - 4    𝑍 2-   ()2 𝒾       𝑍  +  ) 

                                   2 𝒾      - = 𝑍          ⇨ 0 = 2 𝒾     𝑍  +       either      

                                                   0 ( =2 𝑍𝒾  - 4    𝑍 2-         or 

   - 4                                                    c = , b = -2𝒾      ,1  = a 

                                                                      𝑍 =  
−𝑏 ±  𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

                                                                            
+2𝒾   ± √12 

2(1)  
   = 

                                                                                 
2𝒾   ± 2√3 

2 
 =  

  either  𝑍 =  
2𝒾  + 2√3 

2 
   =  

 2𝒾  

2 
  + 

2√3  

2 
  =  𝒾  + √3                              

                             or      𝑍 =  
2𝒾  − 2√3 

2 
   =  

 2𝒾  

2 
  - 

2√3  

2 
  =  𝒾  -  √3    

                                + 𝒾,    -  √3    + 𝒾 }    √3   ,𝒾 −2  {    =S      ∴ 

 

 ₵     في        𝒁 4    -  =  25 0               حل المعادلة              

                                          

                                                                    0 =  25 -    𝑍 4 

                                                        0 =  (5 -    𝑍 2 ()    5+(  𝑍 2  

            √−5    𝑍  = ±   ⇨        - 5=   𝑍 2  ⇨    0 =   (    5+(  𝑍 2      either 

                                                                           𝒾 √ 5    𝑍  = ± 

                  √5    𝑍  = ±   ⇨    5=   𝑍 2  ⇨       0 =  5 -    𝑍 2 or     

                        √5 }  +     ,√5 -   , ,+ √5 𝒾    √5 𝒾 -{  =  S      ∴ 

Ex. 
 

SoI 
     

−𝒾2 

- 

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

=(−2𝒾
 
)2 − 4(1)(−4) 

   12  4 +16 =-   = 

   

 Ex. 
 

SoI 
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 ₵     في        𝒙 2 - 4=  +    𝒙 4 𝟑 0               حل المعادلة      

                                          

                                                                  0 = 3 𝑥 2 – 4   +    𝑥 4 

                                                                       0 =  (1 -    𝑥 2 ()    4+(  𝑥 2  

                         √−4    𝑥  = ±⇨      4=    𝑥 2 ⇨    0 =   (    4+(  𝑥 2      either 

                                                             𝒾 2    𝑍  = ± 

                                          1    𝑥  = ±   ⇨    0 =  1 -    𝑥 2 or     

                                                                    } 1   ±     , 𝒾 2   ±  {    =S      ∴ 

 
 
  
 
 
 
 

التي  𝑏 𝑥   + c   +   𝑎 𝑥 2 = 0من الدستور نعلم ان جذري المعادلة التربيعية   
 معاملاتها الحقيقية هما   

            𝑥2 =  
−𝑏+  𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
              ,  𝑥1 =  

−𝑏−  𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

 افقان وهما متر  

𝑥1مجموع الجذرين هو                                              + 𝑥2  =  
−𝑏 

𝑎
   

𝑥1 .  𝑥2                               حاصل ضربهما                        =  
𝑐 

𝑎
         

                     
 
 
 
 
 
 
 

 

 Ex. 
 

SoI 
     

 إيجاد المعادلة التربيعية إذا علم جذراها  

  𝑏 𝑥   + c   +   a 𝑥 2 = 0 احد جذري المعادلة +  𝒾 𝑦      𝑥    أذا كان:  أول 

  a ≠ 0           a , b , c ∈ 𝑅   

              مرافق  -  𝒾 𝑦      𝑥    والتي معاملاتها حقيقية فإن الجذر الأخر هو 
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𝟐)      جد المعادلة التربيعية التي جذراها               + 𝟐𝓲  (    ± 

               

                          𝒙 𝟐   −(  مجموع عالجذرين)  𝒙 +(  حاصل عضرب عالجذرين)   =   0         

2−)  = 0                         مجموع الجذرين      − 2𝒾  (+  (2 + 2𝒾 (                

2−)                        الجذرين    حاصل ضرب  − 2𝒾  (  .   (2 + 2𝒾 )                                                    

                                                  −8𝒾 =   4   +4𝒾 -  4𝒾 4 -  - = 

𝑥2   = 0                                  المعادلة التربيعية هي − 0 𝑥 − 8𝒾   

                                          8𝒾 =  𝑥2
     ⇨    0 =   𝑥2 − 8𝒾   

 

𝟑   كون المعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية وأحد جذريها               − 𝟒𝓲   

               

 للمعادلة معاملات حقيقية  ∵

3افقان وهو  الجذران متر ∴ + 4𝒾   

                                  6 =  (3 + 4𝒾  (+  (3 − 4𝒾 (  =        مجموع الجذرين                         

                     25 = 9 +16   =  (3 + 4𝒾  (  .   (3 − 4𝒾 )   =          حاصل ضرب الجذرين                                                       

𝑥2   = 0                                     التربيعية هيالمعادلة  − 6 𝑥 +  25   

  
 

a  على 𝑏 𝑥   + c   +   a 𝑥 2 = 0    بقسمة طرفي المعادلة:   ثانياا  ≠ 0           

+  𝑥  = 0 نحصل على               𝑐 
𝑎

  
𝑏 

𝑎
   +   𝑥 2   والتي هي عبارة عن 

        𝒙 𝟐   −(  مجموع عالجذرين)  𝒙 +(  حاصل عضرب عالجذرين)   =   0            

 إذا كان العددان مترافقان :   ثالثاا  

  لا يحتوي على                  مجموعهما عدد حقيقي   ❶ 

 𝒾                                                    حاصل ضربهما عدد حقيقي ❷ 

  

Ex. 
       

So

Ex. 
       

So

 𝒙 𝟐   −(  مجموع عالجذرين)  𝒙 +(  حاصل عضرب عالجذرين)   =   0
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   (𝓲)   ما المعادلة التربيعية ذات المعاملات الحقيقية وأحد جذريها              

               

 للمعادلة معاملات حقيقية  ∵

   (𝒾−)افقان والجذر الأخر   الجذران متر ∴

                𝒾  (+  (𝒾)−)  =                            0                            مجموع الجذرين     

                                                    𝒾  (  .   (𝒾 )−)  =   1                                                  حاصل ضرب الجذرين        

𝑥2   ⇨    0 =   𝑥2 1+   = 0                     المعادلة التربيعية هي − 0 𝑥 +  1   

                           
 

    أثبت أن                
𝟐

𝟏+ 𝓲
   

𝟐𝓲    =  (𝓲     هو أحد جذري المعادلة       − 𝟏  (    𝓲𝒙𝟐 + 𝟑 𝒙 + 𝟓   

                 

         1 −  𝒾  =  
2(1− 𝒾)

2
  =  

2(1− 𝒾)

1+1
  =   

1− 𝒾

1− 𝒾
  ×  

2

1+ 𝒾
  = 

2

1+ 𝒾
 

      المعادلة نعوض في     

                                                 2𝒾    =  (𝒾 − 1  (    𝒾𝑥2 + 3 𝑥 + 5      

                                           𝒾 − 5    𝒾(1 −  𝒾)2 + 3( 1 −  𝒾) + 5  =    L.H.S 

                                   𝒾 − 5    𝒾(1 − 2𝒾 − 1)   + 3 − 3𝒾 + 5 = 

                            2𝒾 =   2𝒾  + +2 - 2     =2 𝒾 −   𝒾(−2𝒾) + 2 = 

                                                   R.H.S   = L.H.S 

                                    ∴   
𝟐

𝟏+ 𝓲
 هو أحد جذري المعادلة  .    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

So

Ex. 
       

So

Ex. 
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𝟑𝐚      إذا كان                                         + 𝐛 𝓲   

𝟔𝓲      𝒙𝟐−=   0  هو أحد جذري المعادلة              − 𝟗 𝒙 + 𝟐𝟐   

,𝐚 )     فجد قيمة               𝐛 ∈ 𝐑) 

 

                                     0   =+6𝒾     𝑥2 − 9 𝑥 + 22    
   22 + 6𝒾                                   c = , b = - 9    ,1  = a 

                                                 
+9 ± √−7−24𝒾 

2(1)  
 =  𝑥 =  

−𝑏 ±  𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

                                                         ( ………    (1     
9 ± √−7−24𝒾 

2 
 = 𝑥  

                                              √9 − 24𝒾 − 16      =     √−7 − 24𝒾  

                      (3 − 4𝒾  ) ±  = (3 − 4𝒾)
2
   = √9 − 24𝒾 + 16 𝒾2

   =   

                                                     ( ……..     (2    3 − 4𝒾  ) ) ± = 
 ينتج  1)في ) 2)بتعويض )                         

                                                       
9 ±( 3−4𝒾 )

 

2 
  =   

9 ± √−7−24𝒾 

2 
 =  𝑥 

                                                                        
9 + 3−4𝒾  

2 
   𝑥  =  either 

                                    6 − 2𝒾  =   −
  4𝒾  

2 
 

12 

2 
   =

12−4𝒾  

2 
    𝑥  =                                 

                                                                         
9− 3+4𝒾 

 

2 
  or        𝑥  = 

                                      3 + 2𝒾     =+
  4𝒾  

2 
 

6 

2 
   =

6+4𝒾  

2 
    𝑥  = 

                                                        6 − 2 𝒾     =𝟑𝐚 + 𝐛 𝓲    when  ❶                                    

                                     - 2    =𝑏                ,2    =a   ⇨   6    =3a 

                                                        3 + 2 𝒾     =𝟑𝐚 + 𝐛 𝓲    when  ❷                                    

                                   2    =𝑏                ,1    =a   ⇨   3    =3a 
 

 

So

Ex. 
       

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

=(−9)2 − 4(1)(22 + 6𝒾) 
            𝒾 81 - 88 - 24  = 

                  𝒾 24 -7 - = 

-
                12 

           ⇘     ⇙    

          4           3  

          ⇓        ⇓    

 9    -    16  =-7  
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𝟐      ذا كان إ                 −  𝓲   

𝒙𝟐    =  0  هو أحد جذري المعادلة              − (𝐚 + 𝟏) 𝒙 + 𝟓   

  𝐚    ❷  الجذر الأخر   ❶       فجد قيمة              

 

2)وأن حاصل ضرب الجذرين هو           Mنفرض الجذر الأخر    −  𝒾)M  ❶ 

                                                                     (2 −  𝒾) M 5 =   

          
5(2+𝒾) 

 
 

 5 
    =

5(2+𝒾) 
 
 

 4+1 
    =

2+𝒾   

 2+𝒾   
  ×  

5 

 2−𝒾   
   =

5 

 2−𝒾   
    =M 

 

2 الجذر الثاني                                                                + 𝒾      =M          

2)                                  مجموع الجذرين          + 𝒾 
  (+)2 − 𝒾 

 = )   

                                   a  = 3     ⇨     1 - a  = 4        ⇨    a + 1 = 4   ❷ 
                                      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

So

Ex. 
       



  زيد عخلف عد عب حسين:   الأستاذ             الأعداد المركب-الفصل الأول  -الرياضيات                   السادس العلمي

  
 

ص
حة

ف
3
8

 

 07802543623    موبايل  

      
 

 

 Z   = 1                                        ليكن                                                      
3

 

                                                                                                                                                               0 =     1 -   Z 
3

                       

                                                                          0 = ( 1 +   Z    +   Z 
2

  ) ( 1 -   Z 
 

 )    
              

                                                         1 =  𝑍       ⇨        0 =   𝑍  - 1  either 

                                                             0  =  1 +   Z    +  Z 
2

    or 

1                                                            c = , b = 1   ,1  = a 

                                                 
−1 ± √−3  

2(1)  
 =  𝑧 =  

−𝑏 ± √𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

                                                                                
−1 ± √3  𝒾

2 
 = 𝑧   

                            } 
−1− √3  𝒾

2 
   ,

−1+ √3  𝒾

2 
 1, {    =S       ∴   

                                                                            
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

      𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

        (1)2 − 4(1)(1) = 
          - 3   =4   1 - = 

               

                الآخران عبددان عمرك ان عمترافقانالجذور ع عالثلاثة عهي عالجذر عالأول عبدد عحقيقي عوالجذران ع أول 

   أي عمن عالجذرين عالتخيلين عيساوي عالجذر عالتخيلي عالأخر ع عمربع :  ثانياا 

        
−2−2 √3𝒾 

4 

 = 1−2 √3  𝒾−3

2 

 
=  

(−1+√3  𝒾 )2

 4 
= )2 (

−1+ √3  𝒾

2 
   

                                   
  −1− √3𝒾 

2 
 =  

2(−1− √3𝒾 )

4 
           

)   فإن عالجذر ع عالأخر عهو  ( ع𝛚) عسوف عنرمز علأحد عالجذرين عالتخيليين عبالرمز:  ثالثاا  
2

 𝛚ع ) 

2    لذلك عتكون عالجذور عالتكعي ية عللواحد عالصحيح عبلى عصورة         
 𝛚   ,𝛚   ,1    
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 ع ع ع ع ع ع ع   

 ع

 ع

 ع

 ع

  ع ع
    
 
 
 

2     لإعداد صحيحة تأخذ إحدى القيم(  𝛚 ) إن قوى  ⟦1⟧  
 𝛚   ,𝛚   ,1 

 فإذا كان الناتج  3))نقسم الأس الصحيح الموجب ) القوى( على   ⟦2⟧  
          ⟦𝐴⟧ 1=   بدون عباقي عفالناتج 

          ⟦𝐵⟧ يكون ع عفالناتج (1)إذا عكان عال اقي ع = 𝛚 

          ⟦𝐶⟧  يكون ع عفالناتج (2)إذا عكان عال اقي ع = 
2
 𝛚  

 

ω= ω   .3                                                 جد ناتج             
 ω  =    4

 𝛚   ⟦1⟧                     
                                             1 = 

0  
 ω   = 

(2) + 0  3
 ω  =    6

 𝛚   ⟦2⟧ 

                                         
2 𝛚   = 

 (1) + 2 3
 ω  =    5

 𝛚   ⟦3⟧ 

                           
  

1 
 

= ω
0   = 

(11) + 0  3
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 خواص الجذور التكعيبية للواحد الصحيح 

❶    0 =  
2
 𝛚 +  𝛚  +1  

1   
❷         1 =  

3
 𝛚      

❸        -1 =  
2
 𝛚 +  𝛚   

  
❹     𝛚 - =  

2
 𝛚 +1    

  

❺       
2

 𝛚 -  =   𝛚 + 1      ❻ 
   

2
 𝛚 -1  - =  𝛚    

     
  

❼ 
     𝛚  - 1   -  =  

2
 𝛚        

      
❽ 

  
2
 𝛚 -  𝛚 - = 1     

     
  

❾ 
       2

 𝛚 = 
1 

 𝛚 
        

   

❿ 
     

 
 𝛚 = 

1 

  𝛚𝟐 
        

      

 قوى  

𝛚 

Ex. 
       



  زيد عخلف عد عب حسين:   الأستاذ             الأعداد المركب-الفصل الأول  -الرياضيات                   السادس العلمي

  
 

ص
حة

ف
4
0

 

 07802543623    موبايل  

                            𝛚 =  
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   𝛚
𝟐
 

  =  
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𝟑(𝟑)+𝟐
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𝟏𝟏
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 𝛚   ⟦7⟧ 
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𝟔𝟕
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                               1   = 
n (1) =  n ( 3 ω ) = 

3n
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  2
 𝛚   =  2

 𝛚    n
(1)= 1 

   𝛚
 
 

. n
)
 3 ω)   = 

1- ω .n3 ω = 
1-3n
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5 +   𝟏 ع ع= ع ع0 ع ع ع ع ع ع ع عأث ت عأن          
 𝛚 +  

7
 𝛚   ع ع ع  

5 +   1 ع ع= ع ع0                        
 ω +  

7
 ω  

              0 =    -1+1   =1    + 2
 ω +   ω      =1   + 5

 ω +  
7

 ω      L.H.S  ع ع ع  

                                              R.H.S =  L.H.S  

 

 ع ع ع= 4  ع ع ع ع ع عأث ت عأن          
3

( 2
 𝛚 2+  𝛚  2 + )ع ع= ع ع4 - ع 

2
( 2

 𝛚 3+  𝛚 3 5 + )ع ع ع  
2

 = ] ع+ 5 )3 1- ) [ 
2

 ] ( 2
 ω  +  ω 3( 5 +ع [ = 

2
( 2

 𝛚 3+  𝛚 3 5 + )ع ع ع   

                        4 =  
2

 = ] ع2 [ 
2

 = ] ع- 5 3  [ 

                          
3

 ] ω  +(
2
 ω   2(1 +  [4 - ع =  

3
( 2

 𝛚 2+  𝛚  2 + )4 - ع 
                                      3

 ]  ω  + (ω  2 (-  [4 - ع = 

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع أول 
r 𝛚 = 

3n + r
 𝛚    ع ع عحيث ع ع ع ع ع ع ع nعبدد عصحيح ع ع   &  r = 1,2 ,3  

 𝛚) )  هو عالأس عالجديد    3) )  بلى 𝛚) ) عأس عقسمةباقي ع ع :  ثانياا 
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3
 ) = - 4 (-1)   = 4                        

   ω - ) - 4 = 
 

   
 

 
3

 ]  ω -  [4 - ع = 
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3
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 𝛚 2+  𝛚  2 + )ع ع= ع ع4 - ع 

2
( 2

 𝛚 3+  𝛚 3 5 + )ع∴ ع ع  

 
 

 ع ع    جد عقيمة ع ع          
2

( 14
 𝛚 3 - 28

 𝛚 3 )   
                                    

2
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2

( 14
 ω  3- 28

 ω 3  )  
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4
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2
 ( 2

 ω  -  ω  ( 2
(3 ) = 

                         ( 
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    27                  -3 )  =  -
 
(  9= 1- 2  )  -  

(  9= 
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- 𝛚     1 + )  2 )  ع
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   𝛚
𝟐
 

  1 - )   

                     (  5 

   ω
 
 

   
- ω     1 + )  2 )  ع

 ω    + 2 

   ω
2
 

  1 - )     

                    (  2
 ω  5

 
- ω     1 + )  2 )  ع

 ω    + ω 2  1 - )   = 

   (  2
 ω  6

 
-
 

)
 

(  ω 3  -) =  (  2
 ω  5

 
- 
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 ω - )  ( ω -  ω 2  -)   = 

                                                     18 =  1 ) ) 18
 

    =   3
 ω  18
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2

(
 

4 + 𝛚 5+ 2
 𝛚 3 )   

      
2
     ] 4 + ω 5 +  (ω   3 ( -1 - [   =

2
(

 
4 + ω 5+ 2

 ω 3  )  

     
2
          ] 4 + ω 5 +   ω 3 - 3 - [   = 

                       
2
          )  ω 2 1 + (   = 

        ( 
 

-1 )4    1 + =  ( 
2
  ω    +ω )4  1 + =  

2
  ω 4  +ω 4    1 +   = 
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 ع          جد عقيمة ع ع          
  12

(
2

 𝛚 3 + 𝛚 4 + 9
 𝛚 3 )   

         
12

(
2
 ω 3 + ω 4 +  1)) 3 ) =  

12
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2
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 ω 3 ) 

       
12

 ] ω 4 +  (
2
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12
(

2
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𝛚

𝟓
+𝛚

𝟕
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𝟏𝟎

+𝛚
𝟗𝟖

−𝟐  
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 2
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−2
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−1−1
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2
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2
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2
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𝟐

 𝟏−𝟑 𝛚 
 

−𝟑𝛚
𝟐

  

 ❷ 

                          
 3𝒾 

 2  
    = −9 
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 1+3 
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                عللعددجد عالجذر عالتربيعي ع          
𝟕+𝟐𝛚

 
+4𝛚

𝟐
 

  𝟐 𝛚
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                             √
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+4 (−1−ω )

 2 ω 
 

−3  
      =√7+2ω

 

+4ω
2

 

  2 ω
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             √
 −(2 ω−3)

 

  

 2 ω 
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      =√

3−2 ω 
 

  

 2 ω 
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  =√

7+2 ω 
 

− 4 – 4ω  

 2 ω 
 

−3  
= 
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               أث ت عأن ع ع          
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3+ω
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3+ω
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 6+2ω
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2
)+2(3+ω

 
)
  

 (ω
 
+3)(3+ω

2
)
          = 

        
 10

   7  
   =

 12−2

−3+10  
   =

 12+2(−1)

   3(−1)+10  
  =

12+2(ω
2
+ω

 
)
  

 3(ω
 
+ω

2
)+1+9

          = 

                                         R.H.S  ع ع ع       = L.H.S 

So

Ex. 
       

Ex. 
       

So

Ex. 
       

So



  زيد عخلف عد عب حسين:   الأستاذ             الأعداد المركب-الفصل الأول  -الرياضيات                   السادس العلمي

  
 

ص
حة

ف
4
4

 

 07802543623    موبايل  

 

                     جد عقيمة ع ع          
 𝟏

𝟐+𝟐𝛚
 
+𝟓𝛚
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 𝟏

𝟐+𝟓𝛚
 
+𝟐𝛚
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                     جد عقيمة ع ع          
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+5(−1− ω)

   -  
 ω

6+5ω
 
+4(−1− ω)
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            جد عقيمة ع ع          
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  = 𝛚 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع عأث ت عأن ع ع ع ع ع          
 𝟕−𝟓 𝛚

  

   𝟕 𝛚
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  =  

  4

1− ω
2

−
  

 ω + ω
3  =    (

 2

1−ω
 ) (

 2

1−ω
2)                                 

                                                0 =   
4

3 
  +   2𝑥  - 𝑥2    

 إيجاد  المعادلة التربيعية      
 

Ex. 
       

So     𝒙𝟐 -(  مجموع الجذرين ) 𝒙   + ( حاصل ضربهما)  = 0

Ex. 
       

So

Ex. 
       So
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انت        كإذا            
−𝟏+ √𝟑 𝓲

𝟐
   = 𝒙       فجد قيمة   (  𝒙𝟓 + 𝒙𝟒) 𝟖 

                                                                                      
−1+ √3 𝒾

2
   = 𝑥    

                                          ω
 2

 =  𝑥         or                     ω  = 𝑥     either    

1  =(−1) 8 
 

  = (ω
2

+ ω
 
) 8 

 

 =   (ω
5

+ ω
4
) 8 

 

  ⇨    ω  = 𝑥   when      

                                             ( ω 2
)
5

+ ( ω
 2

)
4
  

8
 
 

  ⇨     ω
 2

  = 𝑥   when      

                 1 =( −1) 
8
 
 

 = ( ω  
+ ω

 2 
) 

8
 
 

   =( ω 10
+ ω

 8 
) 

8
 
 

   = 

 

انت        كإذا            
− 𝟐𝛚

  
−𝟐 𝛚

 𝟐 

 
 

 𝟏− √−𝟑     =   𝒙 + 𝒚𝒾     

, 𝒙      فجد قيمة                    𝒚   ∈ 𝑹 

       
−2(−1)

 1− √3𝒾      =
− 2(ω

  
+ ω

 2
)

 

 
 

 1 − √3𝒾      =
− 2ω

  
−2 ω

 2 

 
 

 1 − √−3     =   𝑥 + 𝑦𝒾    

         
 2(1+ √3𝒾)

 4  
    =

 2(1+ √3𝒾)

 1+3  
      =

 1+ √3𝒾

 1+ √3𝒾
    ×

 2

 1− √3𝒾
    = 

                     
√3𝒾 

 2  
   +

 1

 2
   =

 (1+ √3𝒾)

 2  
   =

 2(1+ √3𝒾)

 4  
    =𝑥 + 𝑦𝒾    

                                           𝒙 =
 1
 2

     , 𝒚 =
√3 
 2  

    

, 𝒙      جد قيمة                 𝒚   ∈ 𝑹  

ω  ((𝑥        التي تحقق  المعادلة                            + 𝑦𝒾     = √𝒾 +
𝒾

ω
 2  

 − 𝒾ω
 2
              = 𝒾(1 + ω)     = 𝒾 + 𝒾ω    =√𝒾 +

𝒾

ω
 2    :    L.H.S 

   1) )  ...... ((𝑥 + 𝑦𝒾   =√−𝒾      ⇨      ω  ((𝑥 + 𝑦𝒾   =ω
  

 √−𝒾 

=                            

Ex. 
       So

Ex. 
       

So

Ex. 
       

So
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1

2
− 𝒾 −

1

2
     =√−𝒾 

                                                        
1

2
− 𝒾 +

1

2
 𝒾2      = 

                                                      ( 
1

√2
 −

1

√2
 𝒾)2

      = 

                                                      ( 
1

√2
−

1

√2
 𝒾) 

 ±   = 

𝑥)) ( بدل  1بالتعويض في )                                  + 𝑦𝒾  ينتج              

                                           ( 
1

√2
−

1

√2
𝒾  ) ±      = ((𝑥 + 𝑦𝒾   

          
1

√2
−

1

√2
𝒾       =( 

1

√2
−

1

√2
𝒾  ) +      = ((𝑥 + 𝑦𝒾    when            

                                            ,    𝒚 =
− 1

√2
 𝒙 =

 1

 √2
 

 

      ( 
1

√2
−

1

√2
𝒾  ) −      = ((𝑥 + 𝑦𝒾    when       

                      −
1

√2
+

1

√2
𝒾     = 

       𝒙 =
−1

√2
     ,     𝒚 =

 1

√2
    

 

, 𝒙      جد قيمة                 𝒚   ∈ 𝑹           

𝟑        التي تحقق  المعادلة                            + 𝟐𝛚  =    𝒙 + 𝒚𝓲      

 

                                                                  3 + 2ω    = 𝑥 + 𝑦𝒾   

               3 − 1 ± √3 𝒾   = ( 3 + 2 ( 
−1 ± √3 𝒾

2
  = 

                                                           2 ± √3 𝒾     =𝑥 + 𝑦𝒾   

                                   𝒙 = 2     ,     𝒚 = ± √3     

 
 

 

                
1

2
 

           ⇘     ⇙    

           
1

√2
         

1
√2

  

          ⇓        ⇓    

 
1

2
    -    

1

2
   = 0  

  

Ex. 
       

So
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, 𝒙    جد قيمة              𝒚   الحقيقيتين للمعادلة    𝛚
 𝟐

− 𝛚  =   𝒙 + 𝒚𝓲   

 

                                                                         ω
 2

− ω    = 𝑥 + 𝑦𝒾   

                                        −1 − 2 ω
  

    =−1 − ω
  
− ω  = 

              −1 + 1 ± √3 𝒾    =(  −1 − 2 ( 
−1 ± √3 𝒾

2
  = 

                                                           0 ± √3 𝒾      =𝑥 + 𝑦𝒾   

                                   𝒙 = 0     ,     𝒚 = ± √3     

 
 
 

                                                                                               

   للعدد ألضربي جد النظير الجمعي و             

                                𝓲 + ( 
𝝎𝟏𝟏−𝟏

𝛚𝟏𝟕
) 𝟐

 

  -   ( 
𝟐𝝎𝟕+𝟏

𝛚𝟏𝟎
)

𝟐

   

                                         𝒾  +( 
𝜔11−1

ω17
) 2

 

  -   ( 
2𝜔7+1

ω10
)

2

   

                                           𝒾  +( 
𝜔2−1

ω2
) 2

 

  -   ( 
2𝜔 +1

ω 
)

2

   = 

                            𝒾  +( 
𝜔2 

ω2
−  

1

ω2
) 2

 

  −   ( 
2𝜔 

ω 
+  

1

ω 
)

2

   = 

                               𝒾  +( 1 −  ω) 2
 

  −   ( 2 +  𝜔2)
2

   = 

                     𝒾  +( 1 −  2ω + 𝜔2)   −   ( 4 + 4𝜔
2

+ 𝜔
4)

 
   = 

                                  𝒾  + 1 +  2ω − 𝜔2  
 − 4 + 4𝜔2 + 𝜔   

   = 

           𝒾  +ω)  + 3 + 3(𝜔2 
                 =𝒾  +3ω  + 3 + 3𝜔2 

   = 

                                           𝒾    =     𝒾  +)  -1 ) 3 + 3 
       = 

−𝒾     =
1

𝒾
 =  النظير الجمعي  𝒾−    ,,,,,,,,              =  النظير ألضربي  

 

So

Ex. 
       

 فيمكن عالاستعانة ع ع𝛚 عبندما علا عيمكن عالتخلص عمن ع 

 = 𝛚 بقيمة ع ع ع
−𝟏 ± √𝟑 𝓲

𝟐
 وبالعكس ع

So

Ex. 
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 ع ع 

 ع
            

Z   إذا كانت             
2
 + Z + 1 =  0 أوجد          ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

𝟏+ 𝟑 𝐙𝟏𝟎 + 𝟑 𝐙𝟏𝟏    

𝟏− 𝟑 𝐙𝟕− 𝟑 𝐙𝟖
  

   ع ع 

                
                                                             Z

2
 + Z + 1 =  0 ع  

                                               c =1 , b = 1   ,1  = a 

                                       
−1 ± √−3 

2(1)
    = 

−𝑏 ± √𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 =𝑍 

                                                                      
−1 ± √3 𝒾

2
  =𝑍                

                     ω
 2

 =  𝑍         or                             ω  = 𝑍     either    

 ع     
1+ 3 ω  + 3 ω2 

1− 3 ω − 3 ω2 
 =  ع ع 

1+ 3 ω10 + 3 ω11 

1− 3 ω7− 3 ω8 
  𝑍   ⇨   ω  = 𝑍  when =  ع ع 

     
−1

2
     =

−2

4
    =

1+ 3(−1)    

1− 3(−1)  
  =   

1+ 3( ω  +   ω2)    

1− 3( ω +  ω2)  
 ع ع     𝑍 = ع 

     

                             
1+ 3 ω20 + 3 ω22    

1− 3 ω`14− 3 ω16  
ω     ⇨    ع ع 

2  

  = 𝑍     when      

                      
1+ 3( ω2  +  ω  )

1− 3 (ω
2
+  ω )  

   =  
1+ 3  ω2  +  3 ω  

1− 3 ω2+ 3 ω   
    𝑍=  ع 

                                         
−1

2
     =

−2

4
    =

1+ 3(−1)    

1− 3(−1)  
  = 

  

  ع ع ع عإذا عكانت ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع                

 بندما ع      بندما ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

 ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
−1 ± √3 𝒾

2
  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع𝒙 عأو z= ع

 

Z ع ع
2
+Z+1= 0تحلل عبالدستور ع ع ع ع1 ع=معادلة عتربيعية عجميع عمعاملاتها ع ع

−1 ± √3 𝒾

2
 

  ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع     𝒙 عأو z ع= ع ع𝛚 ع  عأو ع ع ع𝝎𝟐    يكون ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
Ex. 

       

So       𝑏2 − 4𝑎𝑐   = ∆  

        (1)2 − 4(1)(1) = 
           -3   =4  1 - = 
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     جد الجذر ألتربيعي  للعدد            
𝟕+ 𝛚𝓲 + 𝝎𝟐𝓲    

𝟏−  𝛚𝓲− 𝝎𝟐𝓲  
   ع ع  أوجد           ع ع ع ع ع 

                

√7− 𝒾 

1+ 𝒾  
√   ع= ع               

7 + 𝒾( ω + 𝜔2 )    
1 − 𝒾( ω + 𝜔2 )  

  = √7+ ω𝒾 + 𝜔2𝒾    

1−  ω𝒾− 𝜔2𝒾  
   

             6− 8𝒾 

2  
       = 7− 7𝒾− 𝒾− 1 

1+ 1  
     =  √  .

7− 𝒾 

1+ 𝒾  
  
1− 𝒾 

1− 𝒾  
  =                     

                                                3−4𝒾    = 6  
2  

−   8𝒾 

2  
       = 

                                                                                    3−4𝒾      

                                     4−4𝒾+𝒾
2     = 4−4𝒾−1        = 

                                            √(2− 𝒾)
2   = 4−4𝒾+𝒾

2  =+ 

                                                                       (2 − 𝒾)
 

  ±    = 

 
 

M = 𝟏   إذا كان                    − 𝝎𝟐𝓲   ,  L = 1 – 𝛚𝓲  هل أن L , M   ع.مترافقان 

   ع ع ع ع ع ع ع ع ع

1 )                                                  مجموع الجذرين   − 𝜔2𝒾) + (  1 – ω𝒾) 

                                  2 + 𝒾       = ( 1 - 2 – 𝒾  (   = ( 𝜔2 +2 – 𝒾  (ω   =                

             (  2 + 𝒾   )  عدد غير حقيقي                ∴  L , M    غير مترافقان        

  
                                                                   

 
 
 
 
 
 
 

 

So

Ex. 
       

                2 

           ⇘     ⇙    

           1           2  

          ⇓        ⇓    

 4      -   1   = 3  

  

Ex. 
       

So

 يجب عان عنث ت ع. ع𝛚 علإث ات عبددين عمترافقين عكل عمنهما عبدلالة ع ع

 حاصل عضربهما عبدد عحقيقي ع. ع❷مجموبهما ع عبدد عحقيقي ع ع ع❶

 𝛚 ,𝓲وكل عمن عمجموبهما عوحاصل عضربهما عخال عمن ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
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    المعادلة التربيعية التي جذراهاجد            
 𝟐𝝎 

𝒾
− 𝝎𝟐

  , 
 𝟐𝝎𝟐

𝒾
− 𝛚

  
         

       

                                            ω  - 𝒾  − 2𝜔2   =
 2𝜔2

𝒾
− ω

  
 الجذر الأول         

                                          𝜔2  -  𝒾 − 2𝜔      =
 2𝜔 

𝒾
− 𝜔2

 الجذر الثاني        

 (𝝎𝟐 - 𝓲 − 𝟐𝝎    (  + )𝛚 – 𝓲  − 𝟐𝝎𝟐)                                 مجموع الجذرين

                                                             (+ 𝜔2 𝜔   )  -     (ω  +–  2 𝒾( 𝜔2   = 

                                          2 𝒾 + 1     ( = −1  )-   (–  2 𝒾( −1    = 

                                                                            (𝝎𝟐 - 𝓲 − 𝟐𝝎     (  . )𝛚 - 𝓲  − 𝟐𝝎𝟐)                                         حاصل ضربهما

                                          + 𝜔3 +2𝜔2𝒾   𝒾 + 2𝜔4  
  𝒾2

  4𝜔3 +  =                                                                          

                 + 1 +2𝜔2𝒾   𝒾 + 2𝜔     4(1)(-1) =                                                                         

                                                       +1 𝜔2 ) + 2𝒾 (𝜔  + −4   = 

                                       − 2𝒾   
 −3          = + 2𝒾 (−1)   −3   =  

    𝒙𝟐 -(  مجموع الجذرين ) 𝒙   +(  حاصل ضربهما)  =                   0

             0                 =  (− 2𝒾   
 −3 )+   𝑥 (    2 𝒾 + 1  )- 𝑥2    

  عاملينحلل المقدار في كل مما يأتي الى            

                                             𝟔𝝎    +𝟓𝒙 𝝎𝟐  -  𝒙𝟐   ❶ 

                         6𝜔4
   +5𝑥 𝜔2  -  𝑥2     = 6 𝜔  

   +5𝑥 𝜔2  -  𝑥2 

                  (  3𝜔2
 -𝑥  ) 2  𝜔2)  - 𝑥   =   )  

 
 

                                              𝟏𝟎𝝎    +𝟕𝒙 𝝎𝟐  -  𝒙𝟐   ❷ 

           10𝜔4
   +7𝑥 𝜔2  -  𝑥2     = 10 𝜔  

   +7𝑥 𝜔2  -  𝑥2 

        ( 5𝜔2 -𝑥  ) 2  𝜔2)  - 𝑥   =   )  

 
 
 

 
 

Ex. 
       

So

Ex. 
       

𝜔3
 

𝜔3
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 المحور ( x axis ) يسمى المحور السيني 
 .  الحقيقي 

  حيث يمثل عليه الجزء الحقيقي للعدد المركب

 المحور  ( y axis )  الصادييسمى المحور 
 .لتخيلي  ا 

 للعدد المركب تخيليحيث يمثل عليه الجزء ال

   يمثل هندسيا  (  x +y 𝒾)العدد المركب     

 . كما في الشكل( x, y) بالنقطة

 
 
 
 

                      x1 +y1 𝒾   =Z1                    إذا كان

                            x2 +y2 𝒾  =Z2  

 ن ممثلان بالنقطتين عددان مركبا

    (x2, y2)  P2           ,(x1, y1)P1    فإن           

 y1 +y2) 𝒾  +)x1 +x2) )Z2 =     +Z1  

  بالنقطة   Z2   +Z1 ويمكن تمثيل

                   (x2, y2)   +(x1, y1) P3    

 مستخدمين المعلومات المتعلقة بالمتجهات 
 كما في الشكل 

𝟎𝑷𝟑أي ان     
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    =  𝟎𝑷𝟐

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   +  𝟎𝑷𝟏
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    

 
 
   
  
 
 
 

 التمثيل الهندسي للأعداد المركبة     

 𝟎𝑷 يمكن تمثيله بالمتجه   x1 +y1 𝒾  إن العدد المركب
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ وعليه يكون جمع عددين   

 مركبين هو جمع  متجهين 
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  𝐏  𝟐  فإن  - 1Z يمثل العدد المركب 𝐏  𝟐 إن

𝟎𝑷𝟐 هي ناتجة من دوران
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  نصف دورة  (0) حول   ⃗⃗

  2Z -) +1Z  =   2Z - 1Z(     وعليه  فإن

 P1 P4 P2 0حيث   P4 يقترن بالنقطة  والذي

 كما في  P1 P3 P2 0يشابه متوازي الأضلاع   

 الشكل  
 
 
  
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 ع            

 مثل عالعمليات عالآتية عهندسيا عفي عشكل عارجاند ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع

                                                     8 +6𝓲 =   (5+  2𝓲+ ) ( 3+ 4𝓲 )  ⟦❶⟧ 

              3+ 4𝓲 = Z1 

   ( 3,4)P1    =  (Z1) P1                                               

             3+ 4𝓲 = Z2 

   ( 5,2)P2    =  (Z2) P2        

     Z2  =  Z3 = 3+ 4𝓲+Z1 

    (8 , 6) P3  ( =Z3) P3        

 
 
 
 

يمكن  KZعدد مركب فان النقطة التي تمثل  Z, عدد حقيقي لا يساوي الصفر  Kليكن   ❶

    .  Kومعامله الثابت   (0)الحصول عليها بواسطة التكبير الذي مركزه 

يمكن الحصول عليها من دوران ربع دورة عكس عقارب  Z𝓲فإن النقطة  Zلكل عدد مركب    ❷

    .    الساعة 

Ex. 
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                                                           (2 -  5𝓲  )-  (6 - 2𝓲  )  ⟦❷⟧ 

     4 +3𝓲  (  =- 2 + 5𝓲  )+  (6 - 2𝓲  )   

              6 - 2𝓲 = Z1 

   (  6 , -2)P1    =  (Z1) P1                                               

             2 + 5𝓲 - = Z2 

    (   - 2 , 5)P2    =  (Z2) P2        

                 Z3 = 3 + 4𝓲   

    ( 4 , 3 ) P3   (  =Z3) P3        

 
  
  
 

 اكتب عالنظير عالجمعي عثم عمثل عالعدد عونظيره عبلى عشكل عارجاند ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع  3𝓲 = Z + 1- ع عإذا عكان             

                   ( -1 , 3)P1       -1 + 3𝓲 = Z                                                

                   ( 1 , - 3)P2       1 - 3𝓲 = Z - 

 
 

    
 
  
 

                  
                          

 
 عاكتب عالعدد عالمرافق عثم عمثل عالعدد عومرافقه ع ع             

 عبلى عشكل عارجاند ع ع ع

  ع ع ع ع ع

  ( 0 , -2)P1    =   (Z ) P  ⇨      - 2𝓲 = Z     ❶                                               

  ( 0 ,  2)P2    = (Z̅ )  P ⇨      2𝓲 =  Z̅                                 

 
 
 
 
 

Ex. 
       

Ex. 
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   ( -3 , 2)P1     =  (Z ) P  ⇨     3 + 2𝓲 - = Z     ❷                                               

  ( -3 , - 2)P2     =(Z̅ )  P ⇨    - 3 - 2𝓲 =  Z̅                                                              

         
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 

هما   ( r , 𝜽  )  فإن       P( x , y )ومثلناه  بالنقطة     x +y 𝓲   =Zالعدد المركب   

⃗⃗ 0𝒙  يمثل القطب   و     0  حيث    Pللنقطة    يان ن القطبحداثياالا ⃗⃗ ⃗⃗ يمثل الضلع    

   الابتدائي 

      ‖0𝑃 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =  r   ,      0𝑃 x     m    =   𝜽 ويكون قياس 

           𝜽   0   من𝒙 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 0𝑃   الى       باتجاه عكس عقارب الساعة  ⃗ 

 إذا كان القياس موجبا ومع اتجاه عقارب الساعة إذا كان
 القياس  سالبا  

 
  فيكون 

 
 

   r cos 𝜽  =  x = (Z ) R      .............   ( 1)            المركب      الحقيقي للعدد  الجزء 

   r sin 𝜽  =  y  = (Z ) I       .............   ( 2 )         خيلي للعدد المركب        الجزء الت 
   r      يسمى مقياس العدد المركب  (Z )   هو عدد حقيقي غير سالب ويقرأ (Z ) mod    أو

   ‖𝒁‖  مقياس  ويرمز له  
                                                                                                                                                                                                                         حيث 

√𝒙𝟐 + 𝐲𝟐       =  ‖𝒁‖     =  r        

             
𝒚

‖𝒁‖  
   =  

𝒚

𝐫
 =  sin 𝜽      ,     

𝒙

‖𝒁‖  
   =  

𝒙

𝐫
 =  cos 𝜽     

للعدد ع عPolar Formالصيغة عالقط ية ع

المركب
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 arg  =   𝜽 ( Z)                                  فقياسها يسمى سعة العدد المركب      𝜽    أما

 
  

 
 
  
 
  
 
 

          

   Z  فجد المقياس والقيمة الأساسية  لسعة   Z=   (3𝓲√  + 1)  إذا كان            

   

                                      ( 1 , √3 )P          ⇨     (1 +  √3𝓲 )= Z    

  2    =√4    =√1 + 3      = (1)2 + (√3)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖     =  r 

                     
√3

2 
   =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃            ,  

1

2 
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽    تقع في الربع الأول                           
 𝜋

3 
 = 𝜃    ⇨     (Z ) arg  =   𝜽ع ع 

          

   Z  والقيمة الأساسية  لسعةفجد المقياس    Z=   (𝓲 -1-)  إذا كان            

   

                                      ( -1 ,-1 )P          ⇨     (-1-𝓲 )= Z    

     √2    =√1 + 1      =√(−1)2 + ( −1)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖     =  r 

                      
−1

√2 
   =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃              ,

−1

√2 
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽  تقع في الربع الثالث                  
  5𝜋

4 
  =  

 𝜋

4 
  +𝜋 =   (Z ) arg  =   𝜽ع ع 

 ع

 ع

 ع

 ع

بدد عغير عمنتهي عمن عالقيم عالتي عتختلف عكل عمنها عبن عالأخرى ع ع𝜽 عيمكن عان عتأخذ ع 

سعة عبدد عمركب عفإن عكل عمن عالأبداد ع ع ع𝜽فإذا عكانت ع ع ع.لعدد عصحيح عمن عالدورات ع

n +2𝛑 𝜽حيث ع ع عnبدد عصحيح عيكون عأيضا عسعة عنفس عالعدد عالمركب ع . 

الدالة عبلى عسعة عالعدد عالمركب عفيقال علها ع ع ع ع2𝛑  [0 ∈ 𝜽 , )   ع ع عاما عإذا عكانت

     ع. ع عالقيمة عالأساسية علسعة عالعدد عالمركب

  ع ع

Ex. 
       

SoI 
     

Ex. 
       

SoI 
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 أوجد المقياس والقيمة الأساسية لسعة كل من             

                                                                                          (-1+ 𝓲)   =Z      ❶ 

   

                                      ( -1 ,1 )P          ⇨     (-1+𝓲 )= Z    

     √2    =√1 + 1      =√(−1)2 + (  1)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖     =  r 

                      
 1

√2 
   =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃              ,

−1

√2 
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽  لثانيتقع في الربع ا              
  3𝜋

4 
    =

 𝜋

4 
 -  𝜋 = 𝜃   ⇨   (Z ) arg  =   𝜽ع ع 

        

                                                                                                      ( 1 - 𝓲)   =Z         ❷  

 

                                          ( 1 , -1 )P          ⇨     (1 – 𝓲  )= Z    

       √2    =√1 + 1      =√( 1)2 + ( −1)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖     =  r 

                      
−1

√2 
   =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃              ,

1

√2 
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽   تقع في الربع الرابع             
  7𝜋

4 
    =

 𝜋

4 
 - 𝜋   2= 𝜃 ⇨ (Z ) arg  =   𝜽ع ع 

      
  

 
 
  
 
  
 
 
 

         
 
 

 

Ex. 
       

SoI 
     

SoI 
     

 عمعرفة عوذلك علان عالمتجه عالصفري عليس عله عاتجاه عغير Z=  0  أن عسعة عالمركب ع ❶

 عمن عالمقياس عوالقيمة عالأساسية علسعة عالعدد عالمركب عبكتابة عالعدد عالمركب ع ع ع ع ع❷

    x +y 𝓲   =Z    بصورة اخرى تسمى الصيغة القطبية   

                           r sin 𝜽  =  y      ,    r cos 𝜽  =  x     ∵ 

                     r sin 𝜽  𝓲   +r cos 𝜽    =x +y 𝓲  = Z   

                   (   sin 𝜽 𝓲   +r( cos 𝜽    = 

              ( sin 𝜽 𝓲  +( cos 𝜽  ‖𝑍‖ = Z     ∴ 
 

     (𝜽sin   𝓲  +𝜽( cos   ‖𝑍‖ = Z     ∴ 
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     عبر عن الأعداد الآتية بالصيغة القطبية                 

                                                 𝓲2 2 + -     ❶               

                                (2   ,  + 2   - )P (Z)         ⇨    2 + 2𝓲  -= Z    

       2 √2    =√4 + 4      =√( −2)2 + ( 2)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖          
 1

 √2 
    = 

2

2√2 
   =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃       ,

−1

 √2 
  =  

−2

2√2 
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽  ثانيتقع في الربع ال                                             
  3𝜋

4 
    =

 𝜋

4 
  - 𝜋  =   𝜽ع ع 

                                                       ( sin 𝜽 𝓲  +( cos 𝜽  ‖𝒁‖ = Z      

                                                ( sin 
  3𝜋

4 
 𝒾   +  ( cos 

  3𝜋

4 
  2 √2 = Z      

  

                                           𝓲2 - √𝟑2       ❷                                                     

(2√3  , – 2  )P (Z)                        ⇨    2√3 - 2𝒾 = Z    

       4      =√12 + 4      = ( 2√3)2 + (−2)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖       

 
−1

 2 
     =

−2

4 
   =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃          ,

 √3

 2 
    =

2√3

4 
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽  تقع في الربع الرابع                                            
  11𝜋

6 
    =

 𝜋

6 
  - 𝜋 2=   𝜽ع ع 

                                                       ( sin 𝜽 𝓲   +r ( cos 𝜽  = Z      

                                            ( sin 
  11𝜋

6 
 𝒾   +4  ( cos 

  11𝜋

6 
 = Z    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ex. 
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     عبر عن الأعداد الآتية بالصيغة القطبية                 

 ( 1,0- )  P  ⇨  𝓲1+ 0- =  1-    ❷   ( 1,0 )  P  ⇨  𝓲0 -1 =  1    ❶    

 
             

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ( sin  𝜋 𝒾   +1  ( cos 𝜋 = Z   ∴       { ( sin 0 𝒾   +1  ( cos 0 = Z   ∴{ 

 

( 1- , 0 )  P  ⇨  𝓲 -0  = 𝓲 -    ❹            ( ,1 0 )  P  ⇨  𝓲 0 + = 𝓲   
 ❸                                              

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ( sin  
 3𝜋

2 
 𝒾   +1( cos 

 3𝜋

2 
 = Z  ∴           ( sin  

 𝜋

2 
 𝒾 + 1( cos 

 𝜋

2 
 = Z   ∴ 

 
 

           sin  𝜋 𝒾   +1= ( cos 𝜋-          ,{ ( sin 0 𝒾   +1= ( cos 0 ) يكون         ∴ 

Ex. 
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       ( sin  
 3𝜋

2 
 𝒾   +𝒾 = ( cos 

 3𝜋

2 
 -        ,   ( sin  

 𝜋

2 
 𝒾 + 𝒾 = ( cos 

 𝜋

2 
  

     أكتب الصيغة القطبية                   

                        (0sin   𝒾   +  0( cos    3 = 1× 3  = 3        ❶     

                                                                    

                                 (𝜋sin    𝒾  + 𝜋( cos    2 = 1 - × 2  = 2 -      ❷      

 

                    (
 𝜋

2 
sin    𝒾  + 

 𝜋

2 
( cos    5 =  𝓲× 5  = 𝓲 5       ❸  

 

         (
 3𝜋

2 
sin    𝒾  +  

 3𝜋

2 
( cos  √𝟕 = 𝓲 - × √𝟕 =  𝓲 − √𝟕      ❹  

 
 
 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

Ex. 
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N n ∈       ,𝛉  لكل                                   ∈ 𝑹    فإن 

           
 
 

                    احسب              
4 (π  sin  

3

8
 𝒾   +π   ( cos  

3

8
 

 

          
  (π (  sin 4( 

3

8
 𝒾   +π  )  ( cos 4(  

3

8
 =  

4 (π  sin  
3

8
 𝒾   +π   ( cos  

3

8
 

           𝒾 -  =  𝒾 0 - -1)   =  ) 𝒾 0 +  =  (   sin   
3π

2
 𝒾 +   ( cos    

3π

2
 =   

                    احسب              
4 (π  sin  

5

24
 𝒾   +π   ( cos  

5

24
 

 

        (π (  sin 4( 
5

24
 𝒾   +π  )  ( cos 4(  

5

24
 =  

4 (π  sin 
5

24
 𝒾   +π   ( cos  

5

24
 

                                                                    (   sin  
5π

6
 𝒾 +   ( cos   

5π

6
 =   

                                                         (  sin ( π−  π
6

 𝒾 +(  cos  ( π−  π
6

 =   

                                               𝒾  
1
2

   +
− √3

2
        =sin   π

6
 𝒾 +  cos   π

6
 - =   

N n ∈       ,𝛉  لكلبين       ∈ 𝑹   فإن 

               ( sin n 𝛉  𝓲-    ( cos n 𝛉  = 
n
  ( sin 𝛉 𝓲    +  ( cos 𝛉 

 

                                                  
n
  ( sin θ 𝒾 -     ( cos θ   L .H .S  

     
n
  ] (  sin (- θ 𝒾 + ( [cos(- θ=  

n
  ] (  sin (- θ 𝒾 +  [cos θ= 

                               ∅=   θ - وبجعل      
n
  ]   sin  ∅ 𝒾 + ∅  [cos = 

     ( sin (-n θ 𝒾 + ( θ  cos (- n   =      sin n ∅ 𝒾 + ∅ cos n   = 

                                                         sin n θ 𝒾 -  θ  cos  n   =  

                                           

  احسب باستخدام مبرهنة ديموافر       
11

  (𝓲  +1 ) 

 مبرهنة ديموافر   

    ( sin n θ 𝒾    +  ( cos n θ  = 
n

  ( sin θ 𝒾    +  ( cos θ 

Ex
.   SoI 

Ex
.   SoI 

 
 π

6
  -  π =  

5π

6
 

Ex
.   

SoI 

SoI 

Ex
.   
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                                   (1  , 1  )P (Z)         ⇨    𝒾  +1    = Z    

                         √2    =√2      =√( 1)2 + ( 1)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖       

              
 1

 √2 
    =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃           ,         

1

 √2 
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽   تقع في الربع الأول                                                           
 𝜋

4 
 =   𝜽ع ع 

    ( sin 
𝜋

4 
 𝒾   +=  ( √2 ) ( cos 

𝜋

4 
    ( sin 𝜽 𝓲   +( cos 𝜽  ‖𝒁‖ = Z      

                       
11

  ( sin 
𝜋

4 
 𝒾   +=  ( √2 )11   ( cos 

𝜋

4 
  

11
 ( 𝒾  +1 )   = Z 11

       

                                    ( sin 
11𝜋

4 
 𝒾   +=  32 √2  ( cos 

11𝜋

4 
   

                                         ( sin 
3𝜋

4 
 𝒾   +=  32 √2  ( cos 

3𝜋

4 
   

                          ( sin ( π−  π
4

 𝒾  +( =  32 √2  ( cos (  π−  π
4

   

                                         ( sin  
 π

4
 𝒾   +=  32 √2  (- cos  

 π

4
   

                                                 ( 𝒾  
 1

 √2 
   +=  32 √2  (-  

 1

 √2 
   

                                                                      𝒾  32   +32 -  = 

 
  

 ع

      
  

 
 
  
 
 

 

  احسب باستخدام مبرهنة ديموافر       
- 9

  (𝓲  +√𝟑 ) 

                               (1  , √3  )P (Z)         ⇨    𝒾  +√3    = Z    

 

3𝜋

4 
 +  2𝜋 =  

11𝜋

4 
 أكثر من دورة   

  
𝜋

4 
  - 𝜋  =

3𝜋

4 
  في الربع الثاني   

  
 

 ] (  sin (- θ 𝒾 + ( [cos(- θ=  
-1

 (  sin θ 𝒾 +  (cos θ= 

                      sin θ 𝒾 - cos θ 

 عبصورة عبامة ع ع ع ع ع ع ع

         sin n θ 𝒾 - cos n θ  =  
- n

 (  sin θ 𝒾 +  (cos θ=ع 
  
                           

  
 

SoI 

Ex
.   

sin n θ 𝒾 - cos n θ  =  
- n

 (  sin θ 𝒾 +  (cos θ  
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                         2    =√4      = (√3)2 + ( 1)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖       

               
1

 2 
    =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃                      ,

√3

  2  
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽   تقع في الربع الأول                                                           
 𝜋

6 
 =   𝜽ع ع 

                                                       ( sin 𝜽 𝓲   + ( cos 𝜽  ‖𝒁‖ = Z    

                                                              ( sin 
 𝜋

6 
 𝒾   +2 ( cos 

 𝜋

6 
  = Z    

               
- 9   ( sin 

𝜋

6 
 𝒾   +=  ( 2 )

 - 9 ( cos 
𝜋

6 
 

- 9
  ( 𝒾  +√3 ) = Z

 - 9
        

                        ( sin ( -9) ( 
𝜋

6 
 𝒾   +(  ( cos ( -9)( 

𝜋

6 
  

1

  2 9 
 = 

                                        (
3 𝜋

2 
  sin (  𝒾 -   ( cos  

3 𝜋

2 
  

1

  512  
 = 

                   ( 𝒾 +   ( 0  
1

  512  
          =( 1-  (  𝒾 -   ( 0  

1

  512  
 = 

                                                                                 𝒾 
1

  512  
    = 
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 Z  لكل                             
+

 n ∈       ,𝛉 ∈ 𝑹     فإن 

 
 
 
 
 

 

x 1 + 0 = ع عحل عالمعادلة ع ع    
 3

𝒙 ₵  حيث       ع ع ع ع  ع ع ∋

                                                    =  -1 x
 3

     ⇨   = 0 + 1 x
 3

 

                
1

3 (  sin 𝜋 𝒾 +   cos 𝜋 )= x  
       ⇨      sin 𝜋 𝒾 +  cos 𝜋 = x

 3
 

  [               ..… K =0 ,1 , 2حيث    
𝜋+2𝜋𝐾

3
   sin  𝒾 +  

𝜋+2𝜋𝐾

3
 cos [ =  𝑥 

   𝒾 
√3 

2
 +  

1 

2
     =  𝑥      ⇨   

𝜋 

3
   sin  𝒾 +  

𝜋 

3
 cos   =  𝑥       ⇨when    K = 0   

                                 
𝜋+2𝜋 

3
   sin  𝒾 +  

𝜋+2𝜋 

3
 cos  =  𝑥 ⇨when    K = 1   

         𝜋   sin  𝒾 +  𝜋 cos  = 𝑥      ⇨          
 3𝜋 

3
   sin  𝒾 +  

 3𝜋 

3
 cos = 𝑥 

                                                  𝒾  0 +  1- = 𝑥 

                                          
 5𝜋 

3
   sin  𝒾   +

 5𝜋 

3
 cos  = 𝑥 ⇨when    K = 2   

  

   
  𝜋 

3
 sin  𝒾  -  

  𝜋 

3
 cos  = 𝑥  ⇨ )  

  𝜋 

3
 2𝜋 − ) sin  𝒾 + (

𝜋 

3
 cos ( 2𝜋 -  = 𝑥 

                                            𝒾 
√3 

2
 -  

1 

2
     =  𝑥         

   

                    }  𝒾 
√3 

2
 -  

1 

2
          ,-1    ,     𝒾 

√3 

2
 +  

1 

2
      {   S  ∴ 

 

 برهنة ديموافرنتيجة لم   

  ]  
𝜃+2𝜋𝐾

𝑛
   sin  𝒾   +

𝜃+2𝜋𝐾

𝑛
 cos [  𝑟 

1

𝑛 = √𝑍
𝑛

 

      K = 0, 1 ,2 , 3 ,  4 , …………  n -1حيث       

SoI 
Ex
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أوجد الصيغة القطبية للمقدار         
2

 (  + 𝓲  √𝟑ع )ع عله ثم الجذور الخمسة ع ع 

                                 (1  , √3  )P (Z)         ⇨      
2
 (  + 𝒾  √3ع )ع ع = Z    

                         2    =√4      = (√3)2 + ( 1)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖       

                 
1

 2 
    =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃                      ,

√3

  2  
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

 ∴ 𝜽   تقع في الربع الأول                                                           
 𝜋

6 
 =   𝜽ع ع 

                                                       ( sin 𝜽 𝓲   + ( cos 𝜽  ‖𝒁‖ = Z    

                                                              ( sin 
 𝜋

6 
 𝒾   +2 ( cos 

 𝜋

6 
  = Z    

                            
2
   ( sin 

𝜋

6 
 𝒾   +=  (2)

 2
 ( cos 

𝜋

6 
 

2
   (𝒾  +√3 ) = Z

 2
        

     (
𝜋

3 
  sin (  𝒾 +   ( cos  

 𝜋

3 
  4   =      ( sin ( 2) ( 

𝜋

6 
 𝒾   +(  ( cos ( 2)( 

𝜋

6 
  4 = 

                                             
𝟏

𝟓   ( sin 
𝜋

3 
 𝒾   +   (4)

  
𝟏

𝟓 ( cos 
𝜋

3 
  = Z

 2
 ) 

𝟏

𝟓
  )     

                                 ( sin 

𝜋
3 

+2𝜋𝐾

5
 𝒾   +   ( cos   

𝜋
3 

+2𝜋𝐾

5
 √4

5
 = 

                             ( sin 
 𝜋+ 6𝜋𝐾

15
 𝒾   +   ( cos   

  𝜋+6𝜋𝐾

15
 √4

5
 = 

      K =0 ,1 , 2 , 3 , 4حيث    

    ( sin 
 𝜋+ 6𝜋(0)

15
 𝒾 +  ( cos   

  𝜋+6𝜋( 0)

15
 √4

5
   =1 Z   ⇨   0 =   K    when      

                        ( sin 
 𝜋 

15
 𝒾   +   ( cos   

  𝜋 

15
 √4

5
   = 

  ( sin 
 𝜋+ 6𝜋(1)

15
 𝒾   +   ( cos   

  𝜋+6𝜋(1)

15
 √4

5
   =2 Z   ⇨   1 =   K    when      

                    ( sin 
 7𝜋 

15
 𝒾   +   ( cos   

 7 𝜋 

15
 √4

5
   = 

   ( sin 
 𝜋+ 6𝜋(2)

15
 𝒾   +  ( cos   

  𝜋+6𝜋(2)

15
 √4

5
   =3 Z   ⇨   2 =   K    

when      

                ( sin 
 13𝜋 

15
 𝒾   +   ( cos   

  13𝜋 

15
 √4

5
   = 

SoI 
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     ( sin 
 𝜋+ 6𝜋(3)

15
 𝒾   +   ( cos   

  𝜋+6𝜋(3)

15
 √4

5
   =4 Z     ⇨ 3 =   K    when      

                 ( sin 
19𝜋 

15
 𝒾   +   ( cos   

 19 𝜋 

15
 √4

5
   = 

     ( sin 
 𝜋+ 6𝜋(4)

15
 𝒾   +   ( cos   

  𝜋+6𝜋(4)

15
 √4

5
   =5 Z     ⇨ 4 =   K    when      

                ( sin 
 25𝜋 

15
 𝒾   +   ( cos   

  25𝜋 

15
 √4

5
   = 

                    ( sin 
 5𝜋 

3
 𝒾   +   ( cos   

  5𝜋 

3
 √4

5
 = 

 أوجد  قيم            
𝟏

𝟔 (- 64 𝓲)ع ع  ع ع 

                                 (- 64 , 0  )P (Z)         ⇨      - 64 𝒾 = Z    

                    64    =√( 64)2       =√(0)2 + (− 64)2    =√𝑥2 + y2    =  ‖𝑍‖       

      -1 = 
−64

 64 
    =

𝑦

‖𝑍‖  
     =  sin 𝜃              ,  0  =  

0

  64  
    =

𝑥

‖𝑍‖  
   =  cos 𝜃 

                                                         
 3𝜋

2 
 =   𝜽ع ع 

                                                           ( sin 𝜽 𝓲   +r( cos 𝜽  ‖𝒁‖ = Z    

                                                          ( sin 
 3𝜋

2 
 𝒾   +64 ( cos 

 3𝜋

2 
  = Z    

                                
𝟏

𝟔 ( sin 
 3𝜋

2 
 𝒾   + ( cos 

 3𝜋

2 
  

𝟏

𝟔 ( 64)=   
𝟏

𝟔 (- 64 𝒾) =  
𝟏

𝟔 Z 

                                   ( sin 
 
 3𝜋

2 
+𝟐𝜋K

6 
 𝒾   +  ( cos 

 
 3𝜋

2 
+𝟐𝜋𝐾

6 
   

𝟏

𝟔 ( 26 )=    

                                         ( sin 
 𝟑𝜋+𝟒𝜋K

12 
 𝒾   +  ( cos 

 𝟑𝜋+𝟒𝜋𝐾

12 
   2   =   

      K =0 ,1 , 2 , 3 , 4 , 5حيث  

   ( sin 
 𝟑𝜋+𝟒𝜋(0)

12 
 𝒾   +  ( cos 

 𝟑𝜋+𝟒𝜋(0)

12 
   2   =    =1 Z     ⇨ 0 =   K    when      

         (sin 
  𝜋 

4
 𝒾  +( cos  

   𝜋 

4
 2   = (sin 

 3𝜋 

12
 𝒾  +( cos  

 3 𝜋 

12
 2   = 

                                          𝒾 √2 +  √2  (  = 𝒾 
 1 

√2
 + (

 1 

√2
 2   = 

    ( sin 
 𝟑𝜋+𝟒𝜋(1)

12 
 𝒾  + ( cos 

 𝟑𝜋+𝟒𝜋(1)

12 
   2     =2 Z     ⇨ 1 =   K    when      

                        (sin 
 7𝜋 

12
 𝒾 + ( cos  

 7 𝜋 

12
 2   = 

SoI 
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                    (sin 
 11𝜋 

12
 𝒾 + ( cos  

 11 𝜋 

12
 2   =   3 Z     ⇨2 =   K    when      

                    (sin 
 15𝜋 

12
 𝒾 + ( cos  

 15 𝜋 

12
 2   =   4 Z     ⇨3 =   K    when  

                       (sin 
 5𝜋 

4
 𝒾 + ( cos  

 5 𝜋 

4
 2  = 

        (sin 𝜋 +
  𝜋 

4
 𝒾 + ( cos  𝜋 +

   𝜋 

4
 2  = 

                         (sin 
  𝜋 

4
 𝒾 - ( - cos  

   𝜋 

4
 2  = 

           𝒾  √2 -   √2  -    =(
   1 

 √2
 𝒾 - ( - 

   1 

 √2
 2  = 

        (sin 
 19𝜋 

12
 𝒾 + ( cos  

 19 𝜋 

12
 2   =   5 Z     ⇨4 =   K    when  

                     (sin 
 23𝜋 

12
 𝒾 + ( cos  

 23 𝜋 

12
 2   =   6 Z   ⇨5   =   K    when          

 (𝓲 27 )    الجذور التكعيبية للعدد جد  باستخدام مبرهنة ديموافر       

                                                                                                                                

 
𝟏

𝟑  ( 27 𝓲)    

                         (sin 
 𝜋 

2
 𝒾 + ( cos  

  𝜋 

2
 27  =27 × 𝒾  =  27 𝒾 = Z    

                          
𝟏

𝟑 ( sin 
 𝜋

2 
 𝒾   + ( cos 

 𝜋

2 
  

𝟏

𝟑 ( 27)=   
𝟏

𝟑 (27 𝒾) =  
𝟏

𝟑 Z 

                      ( sin 
  
 𝜋
2 

 +𝟐𝜋𝐾

3 
 𝒾   +  ( cos 

  
 𝜋
2 

 +𝟐𝜋𝐾

3 
   

𝟏

𝟑 ( 33 )=    

                             ( sin 
 𝜋+𝟒𝜋K

6 
 𝒾   +  ( cos 

 𝜋+𝟒𝜋𝐾

6 
   3   =   

   K =0 ,1 , 2حيث  

        (𝒾 
1 

2
 +  

√3 

2
)  3  =    ( sin 

 𝜋

6 
 𝒾   + ( cos 

 𝜋

6 
  3   =1 Z     ⇨ 0 = K   when      

   (𝒾 
1 

2
 + - 

√3 

2
 )  3  =    ( sin 

 5𝜋

6 
 𝒾   + ( cos 

𝟓 𝜋

6 
  3 = 2 Z   ⇨  1 = K    when      

                                   ( sin 
 9𝜋

6 
 𝒾   + ( cos 

𝟗 𝜋

6 
  3 = 3 Z    ⇨2 = K    when      

              𝒾  3  -  =  (𝒾 - 0 )  3 =       ( sin 
 3𝜋

2 
 𝒾   + ( cos 

𝟑 𝜋

2 
  3  
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 بسط   ما يأتي        

          
  (cos  θ+𝒾 sin  θ)

 𝟐
  
5
  

  (cos  θ+𝒾 sin  θ)
 𝟑
 
3
  

    = 
 (cos 2 θ+𝒾 sin 2θ)

 𝟓
  

 (cos 3 θ+𝒾 sin 3θ)
 𝟑
  

          ❶           

                         cos θ + 𝒾 sin  θ =  
 (cos θ+𝒾 sin  θ)

 10
 

 (cos  θ +𝒾 sin  θ) 
 𝟗          

                       (cos   θ − 𝒾 sin  θ) 𝟒    (cos   θ + 𝒾 sin  θ)𝟖     ❷ 

              𝟒  (cos   θ + 𝒾 sin  θ)−1] [   (cos   θ + 𝒾 sin  θ)𝟖   = 

                     (cos   θ + 𝒾 sin  θ)−4  (cos   θ + 𝒾 sin  θ)𝟖    = 

               cos 4  θ + 𝒾 sin  4 θ        =  (cos   θ + 𝒾 sin  θ)𝟒    = 

 
 
 

 عنجاحكم عوتميزكم عمفخرة علنا ع ع                     

   مع تحياتي واعتزازي ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع ع
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 حسين عبد زيد  الأستاذ  Conic Sections  القطوع المخروطية   السادس  العلمي   

1 

 السادس  العلمي   

 

 

 

  (y  𝑥 , )  مجموعة كل النقاط التي نسبة بُعد كل منها عن نقطة    القطع المخروطي                                 
  a 𝑥 + by + c  = 0             المستقيم  الى بعدها عن                                                          

 . القطع المخروطيب تكون بشكل هندسي يسمى  ( e ) تساوي عدداً ثابتاً                                              

 
 

 

  
  
 
 
 

          
 
 
 

  البؤرة  (  𝑥1 , y1)  ,   نقطة على القطع المخروطي   (   𝑥 , y)      لتكن       

   ونكمعادلة الدليل  في    a 𝑥 + by + c  = 0          و        

        
 
 
 
 

  

 
 

 
 
 
 

 الفصل الثاني  

 Conicالقطوع المخروطية           

Sections 

 مفاهيم أساسية لكل قطع مخروطي يتعين بها  
 

 . ( Focus)  تسمى نقطة بؤرة القطع المخروطي (  x1 , y1)  النقطة الثابتة ❶

 (Directrix) يسمى دليل القطع المخروطي  (  a x + by + c = 0)   المستقيم الثابت ❷

 (. Eccentricity)  تسمى بالاختلاف المركزي ( e ) النسبة ❸
 

    1   =   e     في القطع المكافئ        Parabola 

    1   <   e    في القطع الناقص   Ellipse         

    1   >  e     في القطع الزائد           Hyperbola   

 معادلة القطع المخروطي العامة                                        

                 
(𝒂 𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄) 

𝟐

𝒂 𝟐+  𝒃 
𝟐 e 2  = 

2
 (y1 - y2    ) +  

2
 (x1 - x2    ) 
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 بعد كل منها عن نقطة ثابتةالمستوي والتي يكون  في M (  𝑥 , y)   ط هو مجموعة النق           

           ( F( P , 0    تسمى البؤرة حيث  P  > 0      مساوياً  دائما لبعدها عن مستقيم معلوم 

        D   يحتوي على بؤرة لا يسمى الدليل    

   

                                                                               

          1  =  e  = 
𝑴𝑭

𝐌𝐐
 

          𝐌𝐐   =  𝑴𝑭  ∴ 

 

                                              (  0                      F( P , 0   

 

 

 

 

 

 
 ( والرأس في نقطة الأصل  𝑥 – a𝑥isتنتمي لمحور السينات ) معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته            

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              ❶          ❷ 
 

 

 Parabolaالقطع المكافئ    

   2P  =البعد بين بؤرة المكافئ ودليله       
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    M F  = MQ                                                                                               

𝑥)√   بتربيع الطرفين          + 𝑃)2 +  (𝑦 − 𝑦)2       =     √( 𝑥 − 𝑃)2 +  ( 𝑦 − 0)2  

        𝑥 
2
 + 2 P 𝑥 +P 

2
                                          𝑥 

2
 - 2 P 𝑥 +P 

2
 + y 

2
      = 

 

                                              2 P 𝑥    2 P 𝑥 + =   y 
2
    

                                     (  ❶ )                  0   <P  ∀            4 P 𝑥  =    y 
2
    

                                                                 
  المعادلة القياسية للقطع المكافئ      

                          
 

                
       

                                
 

                                     ( ❷    )                  0  < P  ∀          - 4 P 𝑥  =    y 
2
    

 
  
  

                      
 

       
 
 
 
 
 

                                    **********     **********   *********                    
 

 البؤرة ومعادلة دليل القطع المكافئ لكل مما يأتي جد                                   

 

 =  𝑥 4                              بالمقارنة                                                                  
2

y         (❶) 

               P  = 1                                    4 P  = 4      

                                                   =  4 P 𝑥                                         y 
2
      

    
                             (    ( 1 , 0  =   ( F  ( P , 0   

                                         
                                                                 معادلة الدليل                                    
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𝑥 8 - = 2                              بالمقارنة                                                                 
y            (❷) 

                                                                                   - 4 P 𝑥   =   y 
2
    

                                P  = 2                4 P  = 8        
                         (     ( - 2 , 0  =   ( F  ( - P , 0   

 

        𝑥    =  2                  𝑥    =  P     معادلة الدليل           

 

                      3)      ×)   = 8 𝑥      
𝟏

𝟑
 y 

2
                       0    =    8 𝑥       

𝟏

𝟑
 y 

2
 -     

 𝑥  =    y 24                         بالمقارنة                                                   
2
    

                                                                                    4 P 𝑥  =    y 
2
    

                                 P  = 6               4 P  = 24       
                               (    ( 6 , 0  =   ( F  (  P , 0   

 

       𝑥    =  - 6             𝑥    = - P            معادلة الدليل                   

 

 =  𝑥 c8                     بالمقارنة                                                                     
2

y            (❹) 

                                                                                = 4 P 𝑥      y 
2
    

                             P  = 2 c              4 P  = 8 c      
                          (    ( 2 c , 0  =     ( F  (  P , 0   

 

                                           𝑥    = - 2 c      𝑥    = - P      

 

        
𝟑

𝟐
)                                    ×)    4 𝑥  - =    

𝟐

𝟑
 y 

2
          0    =     4 𝑥     

𝟐

𝟑
 y 

2
 +   

 𝑥   =   y 6 -                           بالمقارنة                                                   
2
    

                                                                                    - 4 P 𝑥   =   y 
2
    

                             P  = 
𝟑

𝟐
              P  = 

𝟔

𝟒
               4 P  =  6       

                  (    ( - 
𝟑

𝟐
 , 0  =    ( F  (  - P , 0                

       

                                       𝑥    =  
𝟑

𝟐
                          𝑥    =  P       
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 .طة الأصل   والرأس نق0, 3 ) ) بؤرنه  ( ❶    )                          

                                                          F ( P , 0 )   =  ( 3 , 0 )                    P  = 3        

        y 
2 
 = 4p𝑥              y

 2
  = 4(3)𝑥                      y

 2
  = 12 𝑥                         ∴     

                                                

  ورأسه نقطة الأصل      2𝑥 – 6  = 0   معادلة الدليل    ( ❷)                       

                           2𝑥 – 6  = 0                2𝑥  = 6              𝑥  = 3                 

        y 
2 
 = -  4p𝑥               y 2

  = - 4(3)𝑥                    y
 2
  = - 12 𝑥              ∴   

 

 2𝑥 – 5  = 0   معادلة الدليل    ( ❸)                      

                                 2𝑥 – 5  = 0                2𝑥  = 5              𝑥  =  
5

2
          p  =  

5

2
   

 -)  =   F (- P , 0 )    البؤرة                                             
5

2
 , 0 )                      

        y 
2  

 = - 4p𝑥                y
 2
  = - 4( 

5
2 

) 𝑥                    y
 2
  = - 10 𝑥                   

                                  ***********      *************     *********** 

 
 

                     

 𝑥      y 4                                بالمقارنة                                               
2
 =   

                           P  = 1                                                    4 P 𝑥  =    y 
2
    

                                                                                               4 P  =  4    
                        (    ( 1 , 0  =   ( F  ( p  , 0   

 

                                𝑥    =  - 1                 𝑥    = - P       

 

         ∓ 𝟐√𝒙        y 
2
 =      = 4 𝑥      y 

2
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                                (−√3 , y   )Q               البؤرة    F (√3 , 0 )              
                                   M F  = MQ     التعريف                                     

𝑥)√       بتربيع الطرفين      + √3)2 + (𝑦 − 𝑦)2  =  √(𝑥 − √3)2 + (𝑦 − 0)2 

                                                  (𝑥 + √3)2   =    (𝑥 − √3)2 + (𝑦 )2 

                                            3 + 𝑥 √3  
2
 +2 𝑥   =  3 +𝑦  2 + 𝑥 √3  

2
 -2 𝑥 

                                                             𝑥 2√3     +𝑥 2√3  
 

   =   𝑦  2 

                                                                             𝑥 4√3  
 

   =   𝑦  2 
 
 
 
 
 
 
 
 

                  
 

 
  . والرأس في نقطة الأصل ( y a𝑥isمعادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تنتمي لمحور الصادات ) 
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                                   M F  = MQ    التعريف                                      

𝑥)√           بتربيع الطرفين        − 𝑥)2 + (y + p)2   =  √(𝑥 − 0)2 + (y − p)2 

                                              𝑥 2
  + (  y – p )

 2
  =   ( y + p )

 2  
  

                                     𝑥 2
 + y

 2
 – 2 p y + p 

2
  =  y 

2
 + 2 p y + p

 2 
 

𝑥 2
 = 2 p y  + 2 p y                                           

  
 

𝑥2                 معادلة القطع المكافئ
  =  4 p y           ∀  p > 0 

              

  للأعلى                                       
    

                                                       
 

                              

     معادلة القطع المكافئ

                  

      للآسفل                                                    
 

      F (  0 ,  - p )                       
 

 

 

 المعادلة البؤرة     الدليل المحور حة القطعتف

y-a𝑥is y = -p  0 , p )) 𝒙 2 نحو الاعلى
 =  4py 

y-a𝑥is y =  p 0 , - p )) 𝒙 2 نحو الاسفل
 = - 4py 

𝒙 -a𝑥is 𝒙  = -p p , 0 ) ) y نحو اليمين
2
 =  4p 𝒙 

𝒙 -a𝑥is 𝒙  =  p - p , 0 )) y نحو اليسار
2
 = - 4p𝑥 
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 .يأتي جد البؤرة ومعادلة دليل المكافئ في كل مما                                     

 
3 𝑥 2

 -  24 y   = 0                  (  3 𝑥 2
 = 24y  )      ÷ 3                                 

𝑥2                              بالمقارنة                                                             
  =  8 y 

𝑥 2
 = 4 p y                                                                                               

                                                           p =2          8 =4p  
                      (  0 . 2) =     F ( 0 , p ) 
 

 y   = - p               y  = -2    معادلة الدليل                

***********              ***********                 ***********  

𝑥 2 بالمقارنة                  
 = - 28 y                                                        

  
 

                                                                         𝑥 2
  = - 4 p y 

4 p  = 28             p  = 7                                                          

           F  ( 0 , - p )  = ( 0 ,-7)   

 

    y  = p                 y  = 7 معادلة الدليل                 

 
 

  جد معادلة القطع المكافئ اذا علم ان                                    

  

  ورأسه في نقطة الأصل      (  5, 0)   بؤرته   ❶    

 F ( 0  , p )  =  ( 0 , 5 )             p  = 5                                                           

𝑥 2
  = 4 p y                                                                                         

𝑥 2
 = 4 ( 5 )  y                                                                                    

𝑥2   معادلة القطع المكافئ                                                                             
   = 20  y 

 ************        ************     *********** 

  ورأسه في نقطة الأصل    y  = 7       معادلة الدليل      ❷

y  = 7                                                                                                 
            p = 7                                                    

                                                                                                y  =  p 

                                        
                                                                                 𝑥2

   = - 4 p y        

                                                                              𝑥2
   = - 4( 7 ) y 

𝑥2                القطع المكافئمعادلة              
   = -  28  y 
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 ورأسه في نقطة الأصل.   2y+5 =0   معادلة الدليل      ❸

2 y + 5  =  0                    2y =  - 5                                                     

                                                                             y =  
−5

2
     

                                           P  = 
5

2
 

y  = - p                                                                                       

𝑥2
 =  4 p y                                                               

   y                                                  𝑥2
   = 4 (  

5

2
 ) 

𝑥2                            معادلة القطع المكافئ    
   = 10  y     

 

 
 .الأصل ورأسه في نقطة (4 ,2), (4 - ,2)جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين                           

  

  النقطتان متناظرتان حول محور السينات     ∵                    

y                                 سية قياالالمعادلة                        ∴
2
   = 4 p 𝑥                هنا المعادلة اكتب . 

 ( 4 , 2  )  تحقق معادلة القطع المكافئ                 

                                                                                                       4 p (2)
  
 =

     2 
( 4) 

                                                                  16    =  8 p                      p =2 

      y
2
  =  4 ( 2 ) 𝑥                                                                                     

y2       معادلة القطع المكافئ                                                         
   =  8  𝑥       

 

 اذا مر القطع المكافئ بنقطتين                                     
  

 ( موجبة) الإشارةالسيني للنقطتين ثابت  الإحداثياذا كانت اشارة    ❶           

y )      لموجب اوبالأتجاه  السيناتالبؤرة تقع على محور      ∴        
2 
 = 4 p 𝑥  ) 

 (سالبة  اما اذا كانت الأشارة)                    
y  )      السالب  وبالأتجاه السيناتالبؤرة تقع على محور    ∴        

2
  =  - 4 p 𝑥) 

 )موجبة(ذا كانت اشارة الأحداثي الصادي للنقطتين ثابت الأشارة ا   ❷        

𝑥2)          الموجبوبالأتجاه الصادات  البؤرة تقع على محور   ∴       
   =    4 p y   ) 

𝑥2                                 (سالبةاما اذا كانت الاشارة )                   
  =  - 4 p y )) 
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     3𝑥 + 2y  = 12جد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته هي نقطة تقاطع المستقيم    مثال/        

 مع محور السينات                             

  3𝑥  + 2y  =  12   تقاطع محور السيناتنقطة           

 y = 0                                          يكون                

                    3 𝑥 + 2 (0 )  =   12                    3𝑥  = 12                 𝑥  =  4 
 وتمثل بؤرة القطع المكافئ      ( 0 , 4 )    نقطة التقاطع         

F    ( p , 0 )      =   ( 4 , 0 )                    p  = 4                                              

y
2
   = 4 p 𝑥                                                                                                                  

                                                                     y
2
  = 4 ( 4 ) 𝑥  = 16 𝑥                                          

        

y2 معادلة القطع المكافئ         
   =  16 𝑥                                                          

  
  جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه في نقطة الأصل وبؤرته تنتمي لمحور السينات ويمر                       

            𝑥 + y  = 4   ,   𝑥 - y = -1 2  بالنقطة تقاطع المستقيمين                        

           

  البؤرة تنتمي لمحور السينات             الحل/

y    معادلة القطع المكافئ                    
2
   = 4 p 𝑥                   

2 𝑥 + y  = 4              ....    (1)                                                                                   
𝑥  - y  =  - 1            ….    (2)                                                                               

 بالجمع _____________                                                                          
              3 𝑥 = 3                   𝑥 = 1                                                            

 (1نعوض في )          

2 ( 1 ) + y  = 4               y  = 4 - 2  = 2                                                                

 وتحقق معادلة القطع المكافئ (1,2) نقطة التقاطع       ∴   

 2 )
2
   =  4 p (1)              4 = 4 p              p = 1                                              ) 

y
2
   = 4 ( 1 )   𝑥                                                               

y    معادلة القطع المكافئ                      
2
   = 4 𝑥               

 
 
 
 
 
 
 
 



      

 

 حسين عبد زيد  الأستاذ  Conic Sections  القطوع المخروطية   السادس  العلمي   

11 

 السادس  العلمي   

 
 جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه في نقطة الأصل وبؤرته على محور الصادات                  

  (2 - , 1)ويمر بالنقطة                     

    (2-,1)بؤرته على محور الصادات ويمر بالنقطة                     

𝑥2 معادلة على محور الصادات وبالاتجاه السالب  ∴                
 =   - 4 p y              

  ( 2 - , 1)    تحقق معادلة القطع المكافئ                 

                                      1  =  8 p                    p  =  
1
8

              (1)
2
  = - 4 p (- 2)                

                                                                                        𝑥2
  =   - 4 (  

1

8
 )  y  

  -  =   𝑥2            معادلة القطع المكافئ                                                           
1

2
  y   

  
  

 جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويقطع المنحني             مثال/

                        𝑥2+2y2 =36  2 = في نقطة التي احداثي السيني   

                                         
                                                                            𝑥 2  +  2 y

 2
    = 36 

 𝑥  = 2     وعندما          

                                       36   =  2 ) 
2 
+  2 y

 2 
 = 36                   4 + 2 y 

2
) 

                          2 y
 2
  =  36 - 4                       ( 2 y 

2
  = 32 )             ÷ 2 

                     y
2
  = 16             y  = ∓ 4 

    ( 4 - , 2 )  ,  ( 4 , 2 )نقاط التقاطع         

 الموجب وبالاتجاهالسيني  النقطتان متناظرتان حول المحور        

y    معادلة القطع المكافئ                                                                       
2
   = 4 p 𝑥                  

 ( 4 , 2  )  تحقق معادلة القطع المكافئ        
                                                                                  ( 4 )

2
 = 4 p ( 2 ) 

                                                                   16   = 8 p                       p  = 2 

                                                                         𝑥   y
  2

  = 4 ( 2 ) 

y    معادلة القطع المكافئ                                                       
2
   =  8 𝑥             
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 (5-,3)جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل ويمر دليل القطع المكافئ بالنقطة                 

 

  دليل القطع المكافئ يمر بنقطة   ∵     

 (لعدم تحديد موقع البؤرة)   يوجد احتمالين للمعادلة القياسية   ∴     

  البؤرة تنتمي لمحور الصادات     ثانيا               البؤرة على محور السينات        اولا     

                                                𝑥 = 3      y  = - 5                                                 
 p =5                                            معادلة الدليل       

p = 3                                                                                              y  = - p 

y     المعادلة القياسية       
2
 = - 4 p 𝑥       المعادلة القياسية      𝑥2

  =  4 p y              

y         ( الدليل موجب )     
2
 = - 4(3)𝑥        (  سالبالدليل )              𝑥2

  = 4(5) y  

y           معادلة القطع المكافئ      
2
 = -12𝑥           معادلة القطع المكافئ             𝑥2

  =  20 y 

  
   

 جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل وبؤرته تنتمي الى محور الصادات           مثال/

   (1,3)ودليله يمر بالنقطة                       

 البؤرة تنتمي لمحور الصادات     /      
 

 ∴         y =3 الدليلمعادلة               

y   = p                p  = 3                                                                                      
𝑥2 المعادلة القياسية            

  = - 4 p y                                                    

𝑥2
 = - 4 ( 3 ) y                                                                              

𝑥2             معادلة القطع المكافئ                                                          
  = - 12 y   

 
  (4-,2) ,(2,3)جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل ودليله يمر بالنقطتين               مثال/

 

 المستقيم يوازي محور الصادات              الحل 

         𝑥   = 2   معادلة الدليل                    

𝑥 = p                 p  = 2                                                                                                

  

y2 المعادلة القياسية                 
  = - 4 p x                                                         

                     y
2
  = - 4 ( 2 ) x                                                                                   

y                        المكافئمعادلة القطع                                                    
2
   = - 8 𝑥           
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 اذا مر دليل القطع المكافئ بنقطتين                                        
   

  والإشارةالسيني للنقطتين متساوي بالقيمة  الإحداثياذا كان                         

              معادلة القطع المكافئ                    سالبة  الإشارةكانت  إذا      اذا     
    معادلة القطع المكافئ                    ‹‹موجبة اذا كانت الاشارة            
  

 اذا كان الاحداثي الصادي للنقطتين متساوي بالقيمة والاشارة                        

    معادلة القطع المكافئ‹                ‹اذا كانت الاشارة سالبة            
 

           معادلة القطع المكافئ              ‹‹اذا كانت الاشارة موجبة            
  

                                
𝑥 =  y (2A - 6 )    تنتمي الى القطع المكافئ (1,2)اذا كانت النقطة                       

2
 A  فجد قيمة 

 
 y                                                               الحل/ 

2
    = (   2 A – 6 ) 𝑥    

   (2 , 1) تنتمي الى القطع المكافئ                    

             (2)
2
  = ( 2 A  - 6 )  ( 1 )                                                                       

                                                       4  = 2 A - 6                  4 + 6  = 2 A 

                                   10  =  2 A              A = 5    

                                                                                        y 
2
  = (2 ( 5 ) - 6 ) 𝑥 

 y   معادلة القطع المكافئ                                                                                       
2
   = 4 𝑥            

 
 

y تنتمي الى القطع المكافئ   ( L , 2 )اذا كانت النقطة                              
2
 =4𝑥  فما قيمةL)) 

  

y
2
 = 4 𝑥                                                                      

(L,2)            تنتمي الى القطع المكافئ  

(2)
2
   =  4 L                4 =4L               L =1   (1,2)                  
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 السادس  العلمي   

  
 

 تنتمي الى القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل ودليله    (h,1)اذا كانت النقطة                     

                            𝑥 + 1 = 0   فجد قيمة   h 

  

   𝑥 +1 = 0 معادلة الدليل        

𝑥 = -1                                                                                                                 

p =1                                                                  

𝑥 = - p                                                                                

                  F(p,0)  = (1,0)   
 

 y2 = 4p𝑥                            معادلة القطع المكافئ                 

y
2
 = 4(1) 𝑥                 y

2
 = 4𝑥                                       

 (1,h)  معادلة القطع المكافئتحقق  

  h
2
 = 4(1)              h

2
 = 4             h  = ± 2 

(1,2) ,(1,-2)                                      
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انسحاب المحاور للقطع المكافئ                                     
 :هي (0,0)معادلة القطع المكافئ بؤرته تنتمي لمحور السينات ورأسه نقطة الأصل 

             

ومحوره يوازي محور السينات هي   (h,k)المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه النقطة   

:  
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 من معادلة القطع المكافئ. عيِن الرأس والبؤرة ومعادلة المحور ومعادلة الدليل                     

                                                              

 

( y + 1 )         بالمقارنة                                                    
 2
 = 4 ( 𝑥 - 2 ) 

                                                    ( y - k ) 
2
 = 4 p ( 𝑥 - h )      

  (2,-1) = ( h , k ) الرأس

4 p  = 4                  p =1                                         

 F( p + h , k)       =   (1+2 ,  -1)    =   (3,-1)          البؤرة

                    y  = -1                           y  =  k معادلة المحور

 𝑥  = - p + h      =  -1+2               𝑥  = 1    معادلة الدليل

 

 

 y 2  = - 4 ( 𝑥 - 2 )                                                

 ( y - k )بالمقارنة                      
2
  = - 4 p ( 𝑥 - h )                       

 ( 2 , 0 ) =  ( h , k )   الرأس

4 p  = 4                  p =1                                          

 F( - p + h , k)    = ( -1 + 2, 0 )  = ( 1 , 0 )      البؤرة  

 𝑥  =  p + h      =  1+2               𝑥  = 3    معادلة الدليل 

                    y  = 0                              y  =  k معادلة المحور 

 
  

                                                         y
2
 + 4y + 2  = - 6 

 الى الطرفين والذي يساوي yنجعل الطرف الأول مربعا كاملا وذلك بأضافة )مربع نصف معامل 

                                   للطرفين                       

1

2
 ×4)

2
 =(2)

2
 = 4   )  

y
 2
 + 4y + 4  = -6 - 2𝑥 + 4                                                 

( y + 2 )
 2
  = - 2𝑥 -2                                                       

( y + 2 )                بالمقارنة                             
 2
 = -2 ( 𝑥 +1 )  

( y - k ) 
2
 = - 4p (𝑥 - h )                                                   

 ( 1 , -2- ) =   ( h , k )    الرأس

                          4 p  = - 2                  p = 

−2

−4
           p = 

1

2
-  
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 -) =  F ( -p + h , k)      البؤرة

1

2
 – 1 , -2) = ( 

−3

2
 , -2) 

     معادلة الدليل
−1

2
    =   x  = p + h   =     

1

2
  - 1   

 y = k                y = -2                معادلة المحور

  

 

 

  ( y - 2 )
 2
 = 8 ( 3 - 𝑥 )                                      

  

( y - 2 )                     بالمقارنة                                 
 2
  = - 8 ( 𝑥 -3 ) 

( y - k ) 
2
  = - 4p ( 𝑥 - h )                                                 

  ( 3 , 2 ) =  ( h , k )    الرأس 

- 4 p  = - 8              p  = 

−8

−4
  = 2                         

       F ( - p + h  , k )  =  ( - 2 + 3  , 2 ) = ( 1, 2 )البؤرة

         𝑥 = p + h  = 2 + 3                    𝑥  = 5معادلة الدليل

          y =  k             y = 2  معادلة المحور

 

ومحوره يوازي المحور ( h, k ) المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه النقطة  
 الصادي 
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 في كل مما يأتي جد البؤرة والرأس ومعادلتي المحور والدليل             

 

 

( 𝑥 - 1 )            بالمقارنة                                  
 2
 = 8 ( y – 1 ) 

                                (𝑥 - h ) 
2
 = 4 p ( y - k )                          

  ( 1,1 )  = ( h , k )      الرأس

4p = 8               p =2                                               

     F ( h , p + k)  = (1 , 2+1) = (1,3) البؤرة

     y = -p+k = -2+1                y = -1 معادلة الدليل

 𝑥  =   h                             𝑥 =  1     معادلة المحور
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y =𝑥2
+4𝑥              𝑥2

+4𝑥 =y                                

 (للطرفين ليصبح الطرف الاول مربع كامل 𝑥بأضافة)مربع نصف معامل 

( 

1

2
×4)

2
 = (2)

2
 = 4                                                   

𝑥 2
 + 4𝑥 + 4  = y + 4                                                      

(𝑥 + 2 )
2
  = y + 4                                                      

(𝑥 – h ) 
2
  = 4 p (y - k )                            

 (2,-4-) =  ( h , k )      الرأس

4p =1              p = 

1 

4
                                       

  , F ( h , p + k )     =  ( -2البؤرة 

1

4
 - 4)   =   (  -2  ,  

−15

4
 )      

 -  = y  = -p + k          معادلة الدليل 
1

4
  - 4 =  

−17
4

 

 𝑥 = h                      𝑥  = -2                   معادلة المحور 
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Ellipse

 مجموعة من النقط في المستوى التي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين                        

   .)البؤرتان( عدد ثابت                       

   
                   

                        
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  2c= وطوله F1,F2المستقيم المار بالبؤرتين           المحور البؤري

 

 2a = وطوله V1,V2المستقيم الواصل بين الرأسين            الكبيرالمحور 

 

 2b = وطوله M1,M2المستقيم الواصل بين القطبين           المحور الصغير
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                                                                        1  =  
𝐲𝟐

𝐛𝟐   +   

𝒙𝟐

𝐚𝟐❶ 

F                             البؤرة   
1

( c , 0 )  ,  F
2 

( - c , 0 )    ❷ 

V                         الرأس             
1  

( a , 0 )  ,    V
2

 ( - a , 0 )  ❸ 

 ❹     ( 0 , -b )  ,   ( b , 0 )                                    قطب              

                   

                
 
 
 

 
 
 

  1                  =
𝐲𝟐

𝐚𝟐   +  

𝒙𝟐

𝐛𝟐           ❶ 

F     البؤرة  
1

(0,c) ,F
2 

(0,-c)    ❷ 

V    الرأس  
1 

(0,a), V
2

 (0,-a)  ❸ 

 ❹   (b,0-)   ,   (b,0)      قطب   
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 السادس  العلمي   

  

                                              c
2

 = a
2 

- b
2

     c =√𝐚𝟐 − 𝐛𝟐
 

                                         (a)       اكبر القيم   a >c ,  a >b    

 2a     = طول المحور الكبيربين الرأسين(, العدد ثابت )المسافة         

      2b     =  طول المحور الصغير                                                      

     2c=  المسافة بين البؤرتين )البعد البؤري(                          

    A  = abπ   مساحة القطع الناقص                           

= π محيط القطع الناقص     
22

7
  ,

√a2+b2

2
 p =2π    

 = e الاختلاف المركزي                                

c

a
 < 1   

                      

    
 

 جد طول كل من المحورين واحداثي كل من البؤرتين والرأسين  يأتي في كل مما                                    

 ؟ المركزي  والاختلاف                                    

 

                                                                          1 =    +  
𝐲𝟐

𝟏𝟔
  

𝒙𝟐

𝟐𝟓
             

 

                                                              1   =
𝐲𝟐

𝐛𝟐   +   

𝒙𝟐

𝐚𝟐 

 

a المحور الكبير            2a =2(5) =10وحدة       
2
 = 25             a = 5           

b       طول المحور الصغير 2b =2(4) = 8       وحدة     
2
 =16             b = 4 

                                   c =√𝐚𝟐 − 𝐛𝟐 = √𝟐𝟓 − 𝟏𝟔  = √𝟑  = 𝟗 

F1 ( 3 , 0 )  ,  F2 ( -3 , 0 )                                                          

V1( 5 , 0 )  ,  V2
 

 ( -5 , 0 )                                                            

e = 

𝐜

𝐚
 = 

3

5
    < 1                                                                       
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 السادس  العلمي   

 ( 4𝑥 2  

+ 3y
 2

 =  

𝟒

𝟑
  )                                          

 

        ( 4𝑥 2  

+ 3y
 2

 =  

𝟒

𝟑
  )            ×  (

3

4
)                              

                                                        1  =3𝑥2  

+ 

9y2

4
      

                                                                

𝑥2

1

3

 + 
y2

4

9

 =1 

                                                                                       =1  

𝒙𝟐

𝐛𝟐 +
𝐲𝟐

𝐚𝟐   

       2a  =  2 (
2

3
) =

4

3
aطول المحور الكبير       

2
 =

4

9
                a = 

2
3
   

        2b = 2 (

1

√3
)   =

2

√3
b           طول المحور الصغير

2
  = 

1

3
            b = 

1

√3
 

c = √𝐚𝟐 − 𝐛𝟐
 =   √

4

9
−

1

3
 =  √

4−3

9
  = √

1

9
 =  

1

3
                             

                                                            ( F1   ( 0 , 

1

3
 )

    
,
  
F2

  

(0,

−1

3
 

                                                          ( v1   ( 0 , 

2

3
 )

    
,
  
v2

  

(0 , 

−2

3
 

                                                              1 < e =  

𝐜

𝐚
 =   

1

3
2   

3

 =  

1

2
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                                                                                 𝑥2

 + 4y
2

 = 4 

 

                                                             ( 𝑥 2 
+ 4y

2
 = 4  )  ÷ 4 

         بالمقارنة                     
𝑥2

4
  +  

y2

1
 = 1 

𝑥2

a2 + 

y2

b2  = 1                                                            

aطول المحور الكبير 2a = 2 ( 2 )  = 4    وحدة        
2
 =4             a =2           

b   طول المحور الصغير    2b = 2 ((1  =  2     وحدة      
2
 =1            b =1            

                                                                       c =√𝐚𝟐 − 𝐛𝟐  = √4 − 1  = √3 

,  F 1 ( √3 , 0 )   ,    F2  ( - √3         البؤرتان                                       0 ) 

     V1  ( 2 , 0 ) , V2 ( -2 , 0 )                الرأسان                                           

                                                                                 < 1  
√3

2
  =e =  

c

a
   

           

   

                                                                  9 𝑥2
 +13 y

2
 = 117 

 

                                            ( 9𝑥2
 +13y

2
 =117 )        ÷117 

                                                                = 1  
13y2

117
   + 

9𝑥2

117
  

=      1                   بالمقارنة                                     
y2

9
       +

𝑥2

13
 

   
𝑥2

a2 + 

y2

b2  = 1                                                              

a      طول المحور الكبير               
2
 =13        a =√13          2a =2√13 

2b = 2(3)  = 6     bطول المحور الصغير               
2
 =9         b =3         

                                                 c =√𝐚𝟐 − 𝐛𝟐  = √13 − 9  = 2 

, F 1 ( 2 , 0 )   ,    F2  (- 2         البؤرتان                                          0 ) 

 V1  ( √13 , 0 ) , V2 ( - √13 , 0 )                الرأسان                                

                                                               < 1  
2

√13
 = e =  

c

a
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 السادس  العلمي   

  

  

Fجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه          
1
(3,0),F 

2
   ورأساه النقطتان   (3,0-)

v
1
(5,0),v

2
 ومركزه نقطة الأصل.                    (5,0-)

       

 بما انه البؤرتان والرأسان يقعان على محور السينات           

 

                              المعادلة                                               
𝑥2

a2 +  

y2

b2  = 1 

            c
2
 =9              c =3                    F 1 ( 3 , 0 )  ,  F2  (- 3 , 0 ) 

            a
2

 =25             a =5                    V1  (5 , 0 ) , V2 ( -5 , 0 ) 

            b
2
 =16           b

2
 =25-9             c

2
 =a

2
-b

2
          9 =25-b

2
 

          معادلة القطع الناقص      
𝑥2

25
   +  

y2

16
  = 1 

 

 (0,5)ويمر بالنقطة  (4,0)جد معادلة القطع الناقص الذي احدى بؤرتيه              

      

 c = 4           (4,0)         بما انه بؤرة القطع الناقص                

                                                                                      
𝑥2

a2 +  

y2

b2  = 1 

                   b =5        (0,5)                     قطبي القطع الناقصاحد     ∴   

            a
2
 = 41           a

2
 =16+25             c

2
 =a

2
-b

2
          16 =a

2 
-25 

                                                            
𝑥2

41
 +  

y2

25
  = 1 

  
 

 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وينطبق محوراه على                       

 (5,0-),(0,3)ويمر بالنقطتين  الإحداثيين   المحورين                                        

  

    a =  5                                ( 0, 5- )  تمثل احد رأسي الناقص 

                     a  > b 

                                           b = 3 ( 3, 0 ) اقصتمثل احد قطبي الن  

               معادلة القطع الناقص      
𝑥2

25
 + 

y2

9
 =1         

𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1 
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 السادس  العلمي   

  

  (12)ويقطع من محور السينات جزءا طوله (3,0-)   قطع ناقص احدى بؤرتيه                  

 جد معادلته. . وحدة                                

 

                c =  3                    (3,0-)       احدى بؤرتي الناقص                   c =  3   

                                                         
𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1    ∴ 

     2a =12              a = 6 لأن البؤرة والراس على نفس المحور          

           b
2
 =27           b

2
 =36 -9             c

2
 =a

2
-b

2
          9 =36 -b

2
 

                 معادلة القطع الناقص             
𝑥2

36
 +  

y2

27
  = 1        

  
  

  (5,0-),(5,0) جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه                         

 (12  =)او العدد الثابت له  وحدة  (12) وطول محوره الكبير يساوي                                                 

  

                              c = 5      ( 0 , 5) , ( 0 , 5-)            البؤرتان     

                                                                         
𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1     

                                                         2a =12             a =6 

            b
2
 =11          b

2
 =36 -25             c

2
 =a

2
-b

2
          25 =36 -b

2
 

                 معادلة القطع الناقص       
𝑥2

36
 +  

y2

11
  = 1    
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 السادس  العلمي   

  
  

 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور السينات                      

 وحدة  (2)وحدات,والفرق بين طولي المحورين يساوي  (6) والمسافة بين البؤرتين                                   

  

2c =6            c =3                                                    

2a-2b =2    ÷2              a-b =1            a =1+b...(1)    

  c
2
 =a

2
-b

2
         9 =a

2
-b

2
...(2)                                     

    (2)في  (1)نعوض        

9-1 =2b      8 =2b       b =4                 9 =1+2b+b
2
-b

2 
9 =(1+b)

2
-b

2 
 

 a  = 1 + 4 =5                     (1)نعوض في 

                                                                                    
𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1     

                               معادلة القطع الناقص                  
𝑥2

25
 +  

y2

16
  = 1    

 
 على محور جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ومحوره الكبير                      

 على الترتيب  3,7 وتبعد احدى بؤرتيه من الرأسين بالعددين   السينات                                         

  

2a =3+7 =10              a =5                                             

c =5-3 =2              c
2
 =a

2
-b

2
          4 =25-b

2
                     

b
2
 =25-4 =21                                        

                                                                                    
𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1     

         معادلة القطع الناقص                                       
𝑥2

25
 +  

y2

21
  = 1 
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 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وينطبق محوراه على                        

 وحدات  (8)ويقطع من محور السينات جزءا طوله  الإحداثيينالمحورين                                          

    وحدة (12)ومن محور الصادات جزءا طوله                                          

 ثم جد المسافة بين البؤرتين ومساحة منطقته ومحيطه                                        

 

                                                      2b = 8             b =4 

                                                    2a = 12           a =  6 

                                                                     
𝑥2

b2 + 

y2

a2 =1   

         معادلة القطع الناقص                       
𝑥2

16
 +  

y2

36
  = 1   

       c =√20 =2√5  c
2
 =a

2
-b

2
              c

2
 =36-16 =20              

 2c  =  2(2√5)    =   4√5وحدة                                                       

 A  = abπ                                                        مساحة القطع الناقص         

 24π     = A  =  (6) (4) π                            وحدة مربعة                     

√                                               محيط القطع الناقص         
a2+b2

2
 p =2π 

√p =2πوحدة طول             
36+16

2
 =2π√

52

2
               p =2π√26  
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 السادس  العلمي   

  
  

   يأتي  جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل في كل مما                       

   

  = الاختلاف المركزي    ❶                

1

2
  وحدة طوليه. 16وطول محوره الكبير

 

       2a =16              a =8 المحور الكبير              

e =  

c

a
               

1

2
  = 

c

8
             2c =8             c =4                  

           b
2
 =48          b

2
 =64 -16             c

2
 =a

2
-b

2
          16 =64 -b

2 
       

 عندما البؤرتين على محور السينات               

                              
𝑥2

64
 +  

y2

48
  = 1                 

𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1    

                                  

 عندما البؤرتين على محور الصادات 

                     
𝑥2

48
 +  

y2

64
  = 1                     

𝑥2

b2 + 

y2

a2 =1   

 

  وحدات 3وحدات ونصف محوره الصغير يساوي   8المسافة بين بؤرتيه تساوي     ❷   

 

      2c = 8         c = 4                                     

                                                   
1

2
(2b)  = 3         b =3 

       a
2
 = 25           a

2
 =16+9                c

2
 =a

2
-b

2
          16 =a

2 
-9  

       

 عندما البؤرتين على محور السينات               

                              
𝑥2

25
 +  

y2

9
  = 1                 

𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1                            

                                  

 عندما البؤرتين على محور الصادات 

                     
𝑥2

9
 +  

y2

25
  = 1                     

𝑥2

b2 + 

y2

a2 =1   
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 السادس  العلمي   

 

 
 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع                      

yالمكافئ                                      
2  

-12𝑥 = 0  وحدات 10وطول محوره الصغير يساوي  

  

                                                                          y
2  

-12𝑥 = 0 

y
2
  = 12𝑥                                                                

        p =3                           4p =12 

y
2
  =  4 p 𝑥                                                             

 c =3وتمثل احدى بؤرتي القطع الناقص   (3,0) مكافئالبؤرة القطع 

                          2b =10           b =5 

      a
2
 = 34            a

2
 =9+25                c

2
 =a

2
-b

2
          9 =a

2 
-25  

                                                                                    
𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1     

                                        معادلة القطع الناقص                  
𝑥2

34
 +  

y2

25
  = 1    

   

 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع                      

yالمكافئ                                     
2
 = - 8𝑥  (0,3)ويمر بالنقطة 

 
 

                                                                            y
2 
 = 

 
- 8𝑥  

y
2
  = - 8𝑥                                                                

        p =2                           4p =8 

y
2
  =  - 4 p 𝑥                                                             

 c =2وتمثل احدى بؤرتي القطع الناقص   (2,0-) مكافئالبؤرة القطع 
  (0,3)تمثل قطب الناقص          b=3   لان ) البؤرتان والرئسان على نفس المحور(         

      a
2
 = 13            a

2
 =4+9                c

2
 =a

2
-b

2
          4 = a

2 
-9  

                                                                                    
𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1     

                                        معادلة القطع الناقص                  
𝑥2

13
 +  

y2

9
  = 1    
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 السادس  العلمي   

 

  

 ويمس دليل القطع المكافئ (3,0) جد معادلة القطع الناقص الذي احدى بؤرتيه                      

𝑥2الذي معادلته                                      
-16y = 0   

 

                                                                          𝑥 2  - 16 y   = 0 

 𝑥 2  
= 16 y                                                                   

        p =4                           4p =16 

𝑥 2
  =  4 p y                                                              

 y = -p           y = - 4            معادلة الدليل            

 

        b =4              نقطة التماس    ( (4 - , 0وتمثل احد قطبي القطع الناقص 

        c =3           0 , 3القطع الناقص    بؤرتي ىوتمثل احد)  )  

    a
2
 = 25            a

2
 =9+16                   c

2
 =a

2
-b

2
          9 = a

2 
-16  

                                                                                    
𝑥2

a2 + 

y2

b2 =1     

                                        معادلة القطع الناقص                  
𝑥2

25
 +  

y2

16
  = 1    

 
 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور السينات                             

 د بين بؤرة المكافئـــــــوطول محوره الأصغر يساوي البع     (5,0)     ويمر بالنقطة                                  

                                        y
2
  +  12𝑥 = 0       .ودليله 

        بما انه البؤرتان على محور السينات            
𝑥2

a2  +  
y2

b2  =1 

 

              a = 5                 (5,0)    تمثل احد رأسي القطع الناقص  

y
2
  + 12𝑥 = 0                                                                            

y
2
 = - 12𝑥                                                                                  

                                       p  = 3               - 4p =  -12 

y
2
  = - 4p𝑥                                                                                  

 طول المحور الصغير  = البعد بين بؤرة القطع المكافئ ودليله            

2b = 2p                  b = p              b =3                           

                        القطع الناقصمعادلة                   
𝑥2

25
  +  

y2

9
    =  1    
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 السادس  العلمي   

 

 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه هي                         

y المكافئ الذي معادلته   القطع  بؤرة                                         
2
 +8𝑥 = 0  الناقصعلما بأن القطع 

 .(𝟑√,𝟑√2)     يمر بالنقطة                                        

  

y
2
  + 8 𝑥 = 0                                                      

y
2
 = - 8𝑥                                                                

                           p =2           - 4p = - 8 

y
2
 = - 4p𝑥                                                              

                 c =2وتمثل احدى بؤرتي القطع الناقص   (2,0-)   بؤرة القطع المكافئ 

                          
𝑥2

a2  +  

y2

b2  =1 

 (𝟑√,𝟑√2)      تحقق معادلة القطع الناقص 

(2√3)2

a2    +  
(√3)

2

b
2  =1               

12

a2 +
3

b2 =1        ....(1)                 

c
2
 = a

2
 - b

2
         4 = a

2
 - b

2
          a

2
 = 4 + b

2
  ...(2)                 

  (1)...في  (2)      ...نعوض             

12

4+b2 + 

3

b2       =1                     

12b2+3(4+b2)

b2(4+b2)
   =1                       

 

12b2+12+3b2

b2(4+b2)
   = 1                    

15b2+12

4b2+b2           =1                        

4b
 2
+ b

4
 = 15b

2
 + 12                 4b 

2
 + b

4
 - 15b

2  
- 12 =  0             

               4
 -  11b

2
  - 12  =  0      b                 

                                       ( b
2
 - 12 ) ( b

2
 + 1 )  =  0 

  (2)نعوض في)          

b
2
-12 =0              b

2
 =12                                                 either     

b  يهمل                              
2
 + 1 = 0             b

2
 = -1                  or 

a
2
  =  4+ 12 = 16                                                     

          معادلة القطع الناقص            
𝑥2

16
  +  

y2

12
    =  1       
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 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السينات                     

 (3,4),(6,2)بالنقطتين   ويمر                                   

 

                 بما انه البؤرتان على محور السينات            
𝑥2

a2  +  

y2

b2  =1 

 (3,4),(6,2)    تحققان معادلة القطع الناقص        

36

a2  +  

4

b2  =  1          ....(1)                                                     

                                               
9

a2 + 

16

b2   = 1          ....(2) )         × 4    )  

          
36

a2  +   

4

b2  =  1           ....(1)                                              

                             
64

b2  = ∓ 4         ....(2)     ∓  
36

a2 ∓      

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  بالطرح                   

   - 
60

b2 = -3              -3b
2
 = - 60           b

2
 =20        

     (1)نعوض في    
36

a2   +  

4

20
  =1           

36

a2  + 

1

5
 =1         

                                     
36

a2   = 1- 

1

5
              

36

a2 =  
5−1

5
 

                       

36

a2  =  

4

5
         5 (36) = 4a

2 
          a

2
 = 45 

          معادلة القطع الناقص               
𝑥2

45
  +  

y2

20
    =  1            
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y  جد معادلة القطع الناقص الذي احدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ                    
2
 =12𝑥  

𝑥2      تقاطع المنحنيعلما ان القطع الناقص يمر بنقطتي                                        
 + y

2
 مع    25= 

 محور السينات                                      

 

y
2
  = 12 𝑥                                                          

y
2
 = 12𝑥                                                                

                              p =3        4p =12 

y
2
 = 4p𝑥                                                                 

           c =3     وتمثل احدى بؤرتي القطع الناقص   (3,0)    مكافئبؤرة القطع ال 

𝑥2 نقطة التقاطع مع محور السينات       
 + y

2
 = 25     

                     ∴    y = 0         ∓5  =𝑥               𝑥2
 = 25 

                    

  نقاط التقاطع          (5,0-) , (5,0) تمثلان رأسي القطع الناقص               

                          (a = 5) 

c
2
  = a

2
 - b

2
             9  = 25 - b

2
           b

2
 = 25 - 9 = 16           

                                                                   
𝑥2

a2  +  

y2

b2  =1 

          معادلة القطع الناقص                
𝑥2

25
  +  

y2

16
    =  1                  

  

  

    2𝑥+y =8جد معادلة القطع الناقص الذي يمر بنقطتي تقاطع المستقيم                                    

 المحورين.مع                                     

           

              2𝑥+y =8                                                 

      y = 0مع محور السينات              

                                      2 𝑥 = 8             𝑥 = 4    

   نقطة التقاطع   (4,0)                              

     b = 4          تمثل احد قطبي الناقص       

   𝑥 = 0                                                    y  = 8مع محور الصادات         

   نقطة التقاطع   (8 , 0)                                            

 a  > bتمثل احد راسي الناقص لأن          

                     a = 8 
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𝑥2

b2  +  

y2

a2  =1 

                  الناقصمعادلة القطع                 
𝑥2

16
  +  

y2

64
    =  1            

 
  

 جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان الى محور السينات وطول محوره                   

yويقطع القطع المكافئ  الكبير يساوي ضعف طول محوره الصغير                                
2
+8𝑥 = 0  

 (2-)عند النقطة التي احداثي السيني يساوي                                  

      

 بما انه البؤرتان على محور السينات                  

                  
𝑥2

a2  +  

y2

b2  =1    

2a = 2 (2b)                a = 2b                 a
2
 = 4b

2   
           

y
2
 + 8x  = 0            y

2
 𝑥  = - 2    وعندما                              0 = (2-) 8 + 

      

y
2
 -16 = 0            y

2
 =16                      y =  ∓4   

 نقاط التقاطع     (4-,2-) , (2,4-)                                                          

𝑥2

4b2    +   
y2

b
2 = 1                                                        

   تحقق معادلة القطع الناقص   (2,4-)                

(−2)2

4b2  +  

(4)2

b2  =1            
4

4b2  +  

16

b2  = 1               
1

b2 +  

16

b2 =1             

17

b2  = 1          b
2
 =17                       

a
2
 =  4 (17)              a

2
 = 68                                              

             معادلة القطع الناقص                                                             
𝑥2

68
 + 

y2

17
  =1 
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 السادس  العلمي   

  

y   جد معادلة القطع الناقص الذي احدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ                                 
2
 = -12𝑥  

 5/3 كبير الى البعد بين بؤرتيه تساويوالنسبة بين طول محوره ال                         

 

y
2
 = -12𝑥                                                                                               

                                     p =3           - 4p = -12 

y
2
 = - 4p𝑥                                                                          (-

        كافئبؤرة القطع الم    ( -                                  (3,0

 c =  3              احدى بؤرتي القطع الناقصوتمثل            

   

5

3
             

a

3
  = 

5

3
             3a =15         a =5         =

2a

2c
 

c
2
 = a

2
- b

2
            9 =25 - b

2 
           b

2
 =25-9 =16           

                                                                   
𝑥2

a2  +  

y2

b2  =1 

                معادلة القطع الناقص                
𝑥2

25
  +  

y2

16
    =  1            

 
 

𝑥2 جد معادلة القطع الناقص الذي احدى رأسيه هو بؤرة القطع المكافئ         
 =28y  

 وحدة مربعة  (88)ومساحته منطقة القطع الناقص            

 

 𝑥 2
 = 28y                                                                              

                             p =7            4p = 28 

𝑥 2
 = 4py                                                                    

        كافئبؤرة القطع الم(                                               (0,7 

 a =  7              القطع الناقص راسي  وتمثل احد           

                                          A =abπ 

88 = (7) b (

22

7
)           88 =22b             b = 4                           

                                                                         
𝑥2

b2  +  

y2

a2  =1 

                                       معادلة القطع الناقص                
𝑥2

16
  +  

y2

49
    =  1 
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  20𝛑)) جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ومساحة منطقته                      

y وحدة مربعة واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ                        
2
 =12𝑥 

 𝑥 2
 = 12y                                                                                

                                     p =3            4p = 12 

𝑥 2
 = 4py                                                                      

        كافئبؤرة القطع الم                                               (3,0)   

 c =  3              وتمثل احدى بؤرتي القطع الناقص           

A = a b π           20 π = a bπ                                              

a b = 20              b = 

20

a
    ….(1)                                      

c
2
 =  a

2
 - b

2 
        9 = a

2
 - ( 

20

a
 ) 2                                     

9 =  a
2
 -  

400

a2      (a
2
)              9a

2
 = a

4
 – 400                        

a
4
 - 9a

2
 -  400 = 0                                                        

(a
2
 - 25 )( a

2
 +16 )  = 0                                                        

                       a
2
 - 25 =  0           a

2
 =25             a =5    either 

  (1)...نعوض في                      

aيهمل                      
2
+16 =0            a

2
 = -16                             or 

b =   

20

5
            b = 4                                          

                                                                        
𝑥2

a2  +  

y2

b2  =1 

                                       معادلة القطع الناقص                
𝑥2

25
  +  

y2

16
    =  1 
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 (3,2)جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ويمر بالنقطة                       

yونهايتي محوره الكبير هما النقاط تقاطع المنحني                                      
2
 - 2𝑥2

                           مع محور  16= 

      الصادات                                        

  

y
2
- 2𝑥2

 =16                                                                

   𝑥 = 0نقطة التقاطع مع محور الصادات 

       ∓4 y
2
 =16            y =     

 نقاط التقاطع (4 - , 0),(4 , 0)               وتمثل رأسي القطع الناقص      

(a = 4)                

𝑥2

b2 + 

y2

a2 =1                                                           

𝑥2

b2 + 

y2

16
 =1                                                             

  تحقق معادلة القطع الناقص       (3,2)   

(3)2

b2  + 

(2)2

16
 =1             

9

b2 + 

4

16
 =1                                       

  

9

b2 + 

1

4
 =1         

9

b2 =1- 
1

  4
           

9

b2  =  

4−1

4
                        

 = 

3

4
           3b

2
  =  36           b

2
 =12                               

9

b2 

                            معادلة القطع الناقص               
𝑥2

12
  +  

y2

16
 =1 
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 السادس  العلمي   

   
  

k𝑥2 لتكن                             
+4y

2
 معادلة القطع الناقص مركزه نقطة الأصل واحدى  36 = 

,3√)   بؤرتيه                               kجد قيمة  (0

  

K 𝑥2
 + 4y

2
 = 36           ÷36                                             

k𝑥2

36
 + 

4y2

36
 =1           

𝑥2

36

k

 +  

y2

9
 =1                                     

                           √3  c =                     (√3,0)    القطع الناقص بؤرة    

𝑥2

a2  + 

y2

b2  =1              a
2
  =  

36

k
 , b

2
 =  9                           

c
2
 = a

2
- b

2
             3 = a

2
- 9           a

2
 = 3 +9 =12            

a
2
 = 

36

k
             12 = 

36

k
             k = 

36
12

            k = 3         

  

 kجد قيمة  (2,0)واحدى بؤرتيه  (2,-3),(2k,3)قطع ناقص يمر بالنقطتين                     

   

   c =2              (2,0)بؤرة القطع الناقص       

          
𝑥2

a2  + 

y2

b2  =1                                                             

   معادلة القطع الناقصتحقق   (3-,2)           

(2)2

a2   +  
(−3)

2

b
2  =1              

4

a2  +  

9

b2 =1      ....(1)                     

c
2
 =a

2
-b

2
            4 =a

2
-b

2 
         a

2
 = 4+b

2
  ....(2)                     

 (1)...  نعوضها في         

 

4

4+b2  +  
9

b2 =1              

4b2+ 9 (4+b2)

b2(4+b2)
 =1                             

4b2+36+9b2)

4b2+b4  =1                   

13b2+36

4b2+b4  =1                             

4b
2
 + b

4
 = 13b

2
 + 36                                                          

4b
2
+ b

4 
- 13b

2
 - 36 = 0                                                  
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 السادس  العلمي   

b
4
 - 9b

2
 - 36 = 0                                                           

( b
2
 -12 )   ( b

2
 +3 ) = 0                                                  

                            b
2
 =12                     b

2
-12 = 0       either   

 (2)... نعوض في                  

b                 يهمل                                    
2
+3 = 0              b

2
 = -3                 or 

a
2
 = 4 +12           a

2
 =16                                          

          معادلة القطع الناقص                          
𝑥2

16
  +  

y2

12
 =1    

                       (2k,3)      تحقق معادلة القطع الناقص    

(2k)2

16
  + 

(3)2

12
 =1                  

4k2

16
   +  

9
12

 =1                      

                (    
k2

4
   +   

3

4
  = 1)  ×  (4)                                   

k
2
+3 = 4            k

2
 = 4 -3           k

2
 =1             k = ∓1                  

 
 
 
  

3𝑥2لتكن                      
+ky

2
 معادلة القطع الناقص محوره الكبير على محور الصادات. 12= 

 k   جد قيمة  𝟏𝟐√𝟐 فأذا كان العدد الثابت له يساوي                           

  

2a =2√12        a  = √12                                          

3𝑥2
 + k y

2
 = 12           ÷12                    

3𝑥2

12
 +  

ky2

12
 =1                  

𝑥2

12
     +  

y2

12
k

  =  1                                                       

                  
𝑥2

b2  + 

y2

a2  =1 

a
2
 = 

12

k
              12 = 

12

k
             k = 

12

12
             k =1        
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L 𝑥2 لتكن                       
  + 4y

2
 =  6L    الأصل معادلة القطع الناقص مركزه نقطة 

 Lفجد قيمة  (𝟑√,0)واحدى بؤرتيه هي                       

                       

 = c 3√               بؤرة القطع الناقص    (3√,0)           

                                
𝑥2

b2  + 

y2

a2  =1 

(    L𝑥2
 +  4y

2
 = 6L     )   ÷     6L                                        

𝑥2

6
  + 

𝑦2

3L

2

 =1            a
2
 = 

3L

2
        ,,    b

2
 =6                          

c
2
 = a

2
 - b

2
             3 =   

3L
2

  - 6           3 + 6 =  
3L
2

                 

3L

2
 =  9 ) ×    2          3L =18             L =  6                     ) 

  

k𝑥2 لتكن                     
+y

2
 معادلة القطع الناقص مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه تنتمي 36= 

 kفجد قيمة  16الى محور الصادات فأذا كان مجموع طولي محوريه يساوي                             

  

k 𝑥2 
+ y

2
 = 36 )    ÷36                                            ) 

𝑥2

36

k

  + 

y2

36
 = 1                                                              

𝑥2

b2 + 

y2

a2  =1              a
2
 = 36      ,,    b

2
 = 

36

k
              

(  2a + 2b =16 )            ÷2           a + b =  8                    

6 + b  = 8           b = 8 - 6 = 2                                   

4 = 

36

k
             k = 

36

4
             k  = 9                      
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k𝑥2لتكن                   
+hy

2
 معادلة القطع الناقص فأذا كانت النسبة بين طولي محوريه  225= 

تساوي                  
5

3
𝑥2  واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ   

 =16y  فجد قيمةk,h. 

  

 𝑥 2
 = 16  y                                                                                

                                    p =4            4p = 16 

𝑥 2
 = 4py                                                                      

        كافئبؤرة القطع الم(                                               ( 0,4   

 c =  4              الناقص وتمثل احدى بؤرتي القطع           

 
5

3
               

a

b
   =  

5

3
                                                 =  

2a

2b
 

3a =5b                 a =  

5b

3
                                               

c
2
 =a

2
-b

2
              16 =  - (

5b

3
)2

- b
2         

                             

(   16 =  

25b2

9
  - b

2
)       × (9)                   

144 = 25b
2
 - 9b

2 
          (144 =16b

2
)      ÷16                      

b
2
 = 9            b = 3                                             

a =   

5b

3
  =   

5(3)

3
            a =5                                             

k𝑥2
  +  hy

2
   = 225  ÷ 225                                        

y2

225

h

 =1                                                            +  
𝑥2

225

k

 

                                                                              
𝑥2

b2  + 

y2

a2  =1 

a
2
 =  

225

h
           25 = 

225

h
         h =  

225

25
          h =9             

b
2

 =  

225

k
            9 =  

225

k
         k = 

225

9
           k =25           
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ky  لتكن                      
2
+3𝑥2

 =h 2   قطع ناقص يمر بنقطة تقاطع المستقيم𝑥+y =√𝟑  

 وحدة مربعة فجد    (𝟑𝛑√2)  مع محور الصادات علما ان مساحة القطع الناقص                        

 k , h  قيمة                        

           

 𝑥 = 0 ,                2𝑥 + y  =  √3                    الصاداتمع محور            

                                                   √3     =   y                   √3 =   2 (0) + y    

 نقطة التقاطع (3√,0)    وتمثل نقطة يمر بها القطع الناقص        

  A =2√3π                                                                                  

                                                                   ab π =2√3π                  ab =2√3 

                                                           √3 =b              (3√,0) تمثل احد قطبي الناقص 

                                                                        ab =2√3           a(√3) = 2√3          

                                                 a =2  

               
𝑥2

a2  + 

y2

b2  =1       

                                                          
𝑥2

 4
  + 

y2

3
  =1        

                  ky
2
 + 3𝑥2

 = h  )   ÷ h  ) 

              
𝑥2

h

3

   +  

y2

h

k

 =1             a
2
 = 

h

3
             4 =  

h

3
           h =12 

               b
2
 =  

h

k
                3 = 

12

k
              k = 

12

3 
         k = 4 
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F  التعريف جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه  باستخدام                   
1
(2,0),F

2
(2,0) 

 . 6 والعدد الثابت يساوي                    

  

∀ p ( 𝑥 , y )                الناقص تنتمي للقطع 

pF1+pF2 =2a                                                               

√(𝑥 − 2)2 + (y − 0)2
  + √(𝑥 + 2)2 + (y − 0)2

 = 6                            

                                                 √(𝑥 − 2)2 + y2
 =     6 -   √(𝑥 + 2)2 + y2 

 بتربيع الطرفين               

(𝑥 − 2)2
 + y

2
 = 36 - 12 √(𝑥 + 2)2 + y2

 + (𝑥 + 2)2
 + y

2                                

𝑥2
 - 4𝑥 + 4 = 36 - 12 √(𝑥 + 2)2 + y2

 + 𝑥2 
+ 4𝑥 + 4                    

- 4𝑥 =  36 - 12 √(𝑥 + 2)2 + y2
+ 4𝑥                                              

12√(𝑥 + 2)2 + y2
      =  36+8𝑥               ÷4                   

3  √(𝑥 + 2)2 + y2
 = 9 + 2𝑥                                                        

 بتربيع الطرفين            

𝑥+2)
2
  + y

2
  ] = 81 + 36𝑥  + 4𝑥                                    )  [   9 

9 [𝑥 
2
 + 4𝑥 + 4 + y

2
  ] = 81 + 36𝑥 + 4𝑥2                                              

 

9𝑥2
 + 36𝑥 + 36 + 9y

2
 = 81+ 36𝑥 + 4𝑥2                                                 

 

9𝑥2
+9y

2
-4𝑥2

 = 81- 36                                      

( 5𝑥2
 + 9y

2
  = 45 )                 ÷ 45                  

                       معادلة القطع الناقص            
𝑥2

9
  +  

y2

5
 =1    
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𝑥2

a2  + 

y2

b2  =1    

 )الرأسين(       v1  (a,0)    ,  v2  (-a,0) تعيين النقطتين                      

 )القطبين(    m1  ( 0 , b)   ,  m2 ( 0, - b)تعيين النقطتين                   

 على الترتيب بمنحني متصل  v1 m1 v2 m2   النقاط الأربعةنصل بين                        

 F1(C,0)   ,  F2(-C,0)  تعيين البؤرتين                        
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 وره الأكبر يوازي المحور السينيالمعادلة القياسية للقطع الناقص الذي مح          

 (h,k) ومركزه النقطة           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

   

 

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 الانسحابقبل 
𝑥2

a2  + 

y2

b2  =1              المعادلة 

F1(c,0),F2(-c,0)        البؤرتان 
V1(a,0),V2(-a,0)            الرأسان 
M1(0, b),M (0,-b)     القطبين 

  2a             =طول المحور الكبير 
                    y = 0    معادلته 

              = 2bطول المحور الصغير 
𝑥 = 0                        معادلته 

 الانسحاب بعد
(𝑥−h)2

a2 +

(y−k)2

b2  المعادلة       1= 

𝐹̅1(c+h,k),𝐹̅2(-c+h,k)   البؤرتان 

𝑉̅1(a+h,k),𝑉̅2(-a+h,k)       الرأسان 

𝑀̅1(h,b+k),𝑀̅ (h,-b+k) القطبين 
  2a             =طول المحور الكبير 

                    y = k    معادلته 
              = 2bطول المحور الصغير 

𝑥 = -h                        معادلته 
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 (h,k)المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الأكبر يوازي المحور الصادي ومركزه النقطة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

  

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الانسحابقبل 
𝑥2

a2  + 

y2

b2  =1              المعادلة 

F1(0,c),F2(o,-c)        البؤرتان 
V1(o.a),V2(0,-a)            الرأسان 
M1(b,0),M (-b,0)     القطبين 

  2a             =طول المحور الكبير 
                    y = 0    معادلته 

              = 2bطول المحور الصغير 
𝑥 = 0                        معادلته 

 الانسحاب بعد
(𝑥−h)2

a2 +

(y−k)2

b2  المعادلة       1= 

𝐹̅1(h,c+k) ,𝐹̅2(h,-c+k)   البؤرتان 

𝑉̅1(h,a+k) ,𝑉̅2(h,-a+k)       الرأسان 

𝑀̅1(b+h,k) ,𝑀̅(-b+h,k) القطبين 
  2a             =طول المحور الكبير 

                     x = h    معادلته 
              = 2bطول المحور الصغير 

y = k                         معادلته 
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    يأتي جد البؤرتين والرأسين والقطبين وطول معادلة كل من المحورين في كل مما                      

 e    للقطع الناقص ثم جد قيمة                          

  

                                                            
(𝑥−2)2

9
  +  

(y−1)
2

25
 =1    

(𝑥−h)2

b2  + 

(𝑥−k)2

a2  =1                                                

                               (h,k)  = (2,1)      الرأس 

a
2
 =25           a =5       ,,     b

2
 =9             b =3             

                                                             2a =2(5) =10   =       طول المحور الكبير 

𝑥 = h         𝑥 = 2                                                             معادلته 

                                                      2b  = 2(3) = 6   =   طول المحور الصغير   

                                                                      y =k          y =1      معادلته 

c
2
 =a

2
-b

2
          c

2
 =25-9 =16            c = 4                                

𝐹̅البؤرتان                                
1  

 (h,c+k) = (2,4+1) = (2,5)                    

𝐹̅2   (h,-c+k) = (2,- 4+1) = (2,-3)                                                       

𝑉̅1 (h, a+k) = (2, 5+1) = (2,6)                                                         

 𝑉̅2  (h,-a+k) =(2,-5+1) =(2,- 4)                                                      

                                                                      𝑀̅1  ( b +h,k) =(3+2,1) =(5,1) 

 𝑀̅2  (-b+h,k) =(-3+2,1) =(-1,1)                                                       

 = e       المركزي الاختلاف     

c

a
  =  

4

5
  <  1 

 

            
 

  9𝑥2
 + 16y

2
 - 72𝑥 - 96y+144 = 0                                            

9 𝑥2
 - 72𝑥 + 16y

2
  - 96y = - 144                            

9(𝑥2
- 8 ) + 16(y

2
 - 6y)  = -144                             

9(𝑥2

- 8𝑥 +16)+16(y
2

 -6y+9) = -144+144+144             

9(𝑥 - 4)
2
+16(y - 3)

2
  = 144             ÷144         

(𝑥−4)2

16
 + 

(y−3)2

9
 =1                                              

(𝑥−h)2

a2   + 
(y−k)2

b2  =1                                            
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                                                                  (h,k)  = (4,3)                الرأس 

a
2
 =16            a = 4         ,,     b

2
  = 9           b =3              

                                                              2a = 2(4)  =  8     طول محوره الكبير 

                                                           y =k           y =3              معادلته 

                                              2b  =  2(3)  =  6      طول محوره الصغير 

                                                               𝑥 =h         𝑥 =4             معادلته 

c
2

 = a
2

- b
2

    =  16 - 9  =7                 c =   √7                           

 

𝐹̅البؤرتان                                
1  

 (h+c ,k) = =(√7+4,3 )                           

𝐹̅2   (h-c ,k) =(−√7+4,3)                                                                  

𝑉̅1 (h+a ,k) =(4+4,3) =(8,3)                                                             

 𝑉̅2  (h-a ,k )=(- 4+4,3) =(0,3)                                                         

                                                                      𝑀̅1  ( h,b +k) =(4,3+3) =(4,6) 

 𝑀̅2  (h,-b +k) =(4,-3+3) =(4,0)                                                        

 = e       المركزي الاختلاف     

c

a
  =  

√7

3
  <  1 
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                                  Hyper bola 

 ط في المستوي التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي اي منهااهو مجموعة النق     

 . ثابتتين )البؤرتان( يساوي عددا ثابتا  عن نقطتين        

           | pF1 - pF2 | = 2 a 

 
 
 
 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

                  =√(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)𝟐 + (𝐲𝟐 − 𝐲𝟏)
𝟐

  r1 = pF1 

pF1   هما البعدان pطولي نصفي القطرين البؤرتين المرسومين من              
  ,
 pF2  

 r2 = pF2       r1 = pF1   ,              على الترتيب            

 يمثل طول المحور الحقيقي والذي تقع عليه البؤرتين والرأسين    2a = العدد الثابت             
 

 F1 , F2   يمثل المسافة بين البؤرتين   = 2c   البعد البؤري               

  

 يمثل المحور العمودي على المحور الحقيقي والمار بمركز القطع 2b =  طول المحور المرافق          

c > a  ,,  c > b                                cأكبر الفيم      cحيث         
2
 =a

2
+b

2 
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 السادس  العلمي   

                                                                  e  =  

c

a
   > 1               

 على محورمعادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه         معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور      

 الصادات  ومركزه نقطة الأصل                                    ومركزه نقطة الأصل  السينات  

   

 

               

 
 
 
 
 
 
 

  
𝑥2

a2  - 

y2

b2  =1             1                        
y2

a2  - 

𝑥2

b2  =1      1            

F1(c,0),F2(-c,0)       2    F1(0,c),F2(o, - c)                 2     

V1(a,0),V2(-a,0)        3     V1(o.a),V2(0, - a)              3 

M1(0, b),M (0,-b)    4               (M1(b,0),M2 (-b,0    4 

                                         5     c
2
 =a

2
+b

2 
                        6    c > a  ,,  c > b   

 7   حقيقيطول المحور ال  = 2a= العدد الثابت          
                   = 2b8     مرافقطول المحور ال 

                   = 2c   9          البعد البؤري 

                                  e  =  

c

a
   > 1    10 
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 السادس  العلمي   

𝑥2    لتكن

a2  - 
y

b2 =1      معادلة قطع زائد بؤرتاه تنتميان لمحور السينات 

 الرأسان   V1(a,0),V2(-a,0) تعيين النقطتين                

 القطبان  M1(0,b),M2(0,-b)تعيين النقطتين               

 نكون مستطيلا من هذه النقط اضلاعه توازي المحورين                

 .نرسم قطري المستطيل فهما يمثلان المستقيمين المحاذيين لمنحني القطع الزائد              

   

                                            

  

  

 
 
 
 
 
 
       

 نرسم ذراعي القطع الزائدثم    F1(c,0) ,  F2(-c,0)  نعين البؤرتين             
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 عين البؤرتين والرأسين والقطبين وطول كل من المحورين الحقيقي                   

 والمرافق للقطع الزائد ثم ارسمه.                    
 

 

𝑥2

64
 - 

y2

36
 =1                                                                

𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                            

a      يقي وحدةطول المحور الحق  
2
 = 64         a = 8   2a = 2(8) =16  

b    وحدة     رافقطول المحور الم
2

 = 36            b = 6          2b = 2(6) =12  

c
2
 =a

2
+b

2
   = 64+36 =100                      c =10                          

 F1 (c,0)  =   (10,0)               البؤرتان     

    F2 (-c,0) = (-10 ,0)                                                      

  V1 (a,0)   = (8 ,0)    الرأسان                                                     

      V2 (-a ,0) = (-8 ,0)                                                     

 M1 (0,b)  =  ( 0,6)           القطبان             

                 M2(0,-b)  =  (0,-6) 
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 من المحورين والاختلاف المركزي. كل والرأسين ثم جد طولعين كل من البؤرتين                  

  

                                                                12𝑥2 - 4y2 = 48 

                                     (12𝑥2
-4y

2
 =48)     ÷48   

𝑥2

4
 - 

y2

12
 =1                                                       

𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                      

a
2
 =  4                    a  = 2                                                        

     b =2√3             √12   =b                     b
2

 = 12    

 طول المحور الحقيقي =   a    2=     2    (2)=         4وحدة                             

 ور المرافقطول المح=   b    2=     2    (3√ 2)=       3√ 4وحدة                    

     c
2
 =a

2
+b

2
   =   4+12 =  16                      c = 4                       

  F2 (-4 ,0)     ,   F1 (4,0)                 البؤرتان                 

 V2 (-2 ,0)    ,    V1 (2 ,0)                 الرأسان                 

e  =  

c

a
  =  

4

2
 =  2 > 1                                        

 

                            16 𝑥2 – 9 y2 = - 144 

             

                       (16𝑥2
 - 9y

2
 = -144)             (-1) 

( 9y
2 
-16𝑥2

 =144 )            ÷144                    

    
y2

16
 - 

 𝑥2

9
 =1                                                 

𝑦2

a2  - 
𝑥2

 b2 =1                                                      

a  وحدة     طول المحور الحقيقي
2
 =16               a = 4             2a =2(4) = 8   

b  وحدة    لمرافق طول المحور ا
2
 = 9                b =3             2b =2(3) = 6   

 c
2
 =a

2
+b

2
  =16+9 =25             c =5                      

  F2 (0,-5)     ,   F1 (0,5)                 البؤرتان                 

 V2 (0,-4 )    ,    V1 (0,4)الرأسان                                  

e  =  

c

a
  =  

5

4
   > 1                                        
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                                                                            𝑥2  -  y2  = - 4 

  
   

( 𝑥 2 - y2
 = - 4)        (-1)                           

( y
2
 - 𝑥2

  =   4 )        ÷ 4                            

      
𝑦2

4
 - 

𝑥2

4
 =1                                                  

𝑦2

a2  - 
𝑥2

 b2 =1                                                      

     

a  وحدة     طول المحور الحقيقي
2
 = 4                a =2              2a =2(2) = 4   

bوحدة       طول المحور الحقيقي
2
 = 4                b =2             2b =2(2) =2   

 c
2
 =a

2
+b

2
  =4+4 =8             c = 2√2                      

  F2 (0,- 2√2)     ,   F1 (0, 2√2)                 البؤرتان                 

 V2 (0,-2 )    ,    V1 (0,2)الرأسان                                  

e  =  

c

a
  =  

2√2

2
   > 1                                        

  

 وحدات وبؤرتاه هما  4 جد معادلة القطع الزائد الذي طول محوره المرافق                                    

Fالنقطتان                           
1
(0,√𝟖),F

2
(0,-√𝟖)  

      

    √8  =c                     F1(0,√8),F2(0,-√8) 

                 
𝑦2

a2  - 
𝑥2

 b2 =1                                      

 

      2b = 4               b =2                              

 

       c
2
 =a

2
+b

2 
               8 =a

2
+4              a

2
 = 8 - 4 =4 

 

                                                   
y2

4
  -  

𝑥2

 4
  =1 
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 السادس  العلمي   

         ()  

    

a2 =b2 e =√𝟐 . 

  
 جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل وطول محوره الحقيقي يساوي                    

  والبؤرتان على محور السينات. 2وحدات والأختلاف المركزي يساوي  6                    
  

   
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                

2a = 6            a = 3                                             

e =   

c

 a
             2 =  

c
3
             c = 6                       

c
2
 =a

2
+b

2
               36 =9+b

2
             36 - 9 =b

2
             b

2
 =27 

                                 معادلة القطع الزائد    
𝑥2

9
 - 

y2

27
 =1 

 
  

                         a
bليست اكبر من  2

 دائما فيمكن ان تكون اصغر منها او تساويها  2

  
  

,𝟓∓)جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما                                ويتقاطع مع محور السينات  (𝟎
 ومركزه نقطة الاصل.     𝑥 =∓𝟑 عند                     

  

F1(5,0),F2(-5,0)               c =5                       
 

   (3,0),(-3,0)             a =3             نقاط التقاطع 

 

c
2
 =a

2
+b

2
              25 = 9 + b

2
               b

2
 = 25 - 9 =16            

 

     
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                

                                                          
𝑥2

9
 - 

y2

16
 =1 
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 وحدة وطول محوره   (12)جد معادلة القطع الزائد الذي طول محوره الحقيقي                              

 وحدات وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين. (10)المرافق                     
  

2a  = 12               a = 6                                   

2b  = 10               b = 5                              

 عندما البؤرتان على محور السينات❶ 

     
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                

                                                          
𝑥2

36
 - 

y2

25
 =1 

  عندما البؤرتان على محور الصادات❷ 

    
𝑦2

a2  - 
𝑥2

 b2 =1                                                

                                                         
𝑦2

25
 - 

𝑥2

36
 =1 

  
 جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور الصادات                              

 3وحدة والاختلاف المركزي يساوي  𝟐√2وطول محوره المرافق                      
       

y2

a2 - 
𝑥2

 b2 =1                                                  

                      √2     =b                        2b =2√2 

                  e =  

c

a
                 3 = 

c

a
                c = 3a 

                 c
2
 =  a

2 
+  b

2
                    (3a)

2
  = a

2
 + 2 

                   9a
2
 - a

2
 =2               8a

2
 =2            a

2
 = 

1

4
 

             معادلة القطع الزائد                    

y2

1

4

 - 
𝑥2

 2
 =1 
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 جد معادلة القطع الزائد الذي ينطبق محوراه على المحورين الأحداثيين ويمر                      

 وحدات  10وبعده البؤري يساوي  (3,0)بالنقطة                      
  

            a =3             النقطة (3,0)    تمثل احد رأسي الزائد 

 لأن القطع الزائد يمر بنقطة محورية واحدة وهي الرأس                 

2c =10                    c =5                                                          

c
2
 = a

2
 + b

2
 = 25 = 9 + b

2
           b

2
 =25-9 =16                

          
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                             

                                    معادلة القطع الزائد 
𝑥2

9
 - 

y2

16
 =1 

  
 اكتب المعادلة القياسية للقطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل اذا علمت ان احد                               

 وحدات على الترتيب وينطبق محوراه  1.9رأسيه يبعد عن البؤرتين بالعددين                   
  على المحورين الاحداثيين                  

  

2c =1+9 =10                c =5                           

                                         a  = c -1 =  5 -1 =  4 

        25 =16+b
2
         b

2
 =25-16 =9  c

2
 =a

2
+b

2
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 عندما البؤرتان على محور السينات           

𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1            
𝑥2

16
 - 

y2

 9
 =1                                           
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 صاداتعندما البؤرتان على محور ال

𝑦2

a2  - 
𝑥2

 b2 =1        

𝑦2

9
 - 

𝑥2

 16
 =1                       

                                   
 

 الاصل ومعادلتهتنتمي الى القطع الزائد الذي مركزه نقطة  p(6,L)النقطة                                

                          𝑥2
 - 3y

2
 جد كلا من 12= 

  L  قيمة   ❶ 

 طول نصف القطر البؤري للقطع المرسوم في الجهة اليمنة من النقطة  ❷  

  

𝑥2
-3y

2
 =12                                                   

(6,L)          تحقق معادلة القطع الزائد  

               (6)
2
 - 3L

2
 =12               36 - 3L

2
 =12 

(6)
2
 - 3L

2
 =12               36 - 3L

2
 =12              3L

2
 = 36 -12           

               ∓2√2   =L                    ∓√8     =L                 3L
2
 =24    L

2
 = 8 

                                               P (6 , ∓2√2) 

𝑥2
 - 3y

2
 =  12 )         ÷12                                                  ) 

𝑥2

12
  -  y

2

 4
 =1                                                                       

𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1             a
2
 =12      ,,     b

2
 = 4                           

c
2
 = a

2
+b

2
 =12+ 4 =16                  c = 4                             

F       بؤرتي القطع الزائد             
1
(4,0) , F

2
(-4,0)     

                                   p(6,∓2√2 )   F1(4,0)              

     =√(𝑥2 − 𝑥1)2 + (y2 − y1)
2  = √(6 − 4)2 + (∓2√2−0)2  r1 = pF1 

r1 = √4 + 8  = √12     =2√3                                                           
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,p(-5اذا كانت                     

9

4
  تنتمي الى القطع الزائد  (

𝑥2

16
 - 

y2

 9
 جد طولي  1= 

 pقطرين البؤرتين المرسومين من نقطة  نصفي                 

   

𝑥2

16
 - 

y2

9
 =1                                                  

𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1              a
2
 =16   ,,    b

2
 =9            

c
2
 = a

2
+b

2
 =16 + 9 =25             c = 5                 

F
1
(5,0),F

2
(-5,0)    p =  (-5 , 

9

4
)                                              

 r
1
 =pF

1
 =  √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (y2 − y1)

2  = √(5 + 5)2 + (0−
9

4
)2

         

                                     √100 +
81

16
 = √

1681

16
 =

41

4
= 

r
2
 =pF

2
 =√(−5 + 5)2 + (0−

9

4
)2

                                          

                                                                    √
81

16
  = 

9

4
  = 

    

اذا كان                      
𝟗

𝟒
 هو احد نصفي القطرين البؤرتين المرسومين من احدى نقاط القطع  

 9𝑥2    الزائد                 
- 16y

2
r   هو فما 144= 

2
 

 

                                              9𝑥2 
-16y

2
 =144 

9𝑥2 
-16y

2
 =144 )               ÷144                  )       

𝑥2

16
 - 

y2

 9
 =1                                                        

𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1             a
2
 =16         a = 4       ,,   b

2
 =9            b =3    

| r
2 
- r

2 
| = 2a                   | 

9

4
 - r

2 
|  =  2(4)                              

9

4
 - r

2 
 =

      
∓ 8
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     Either    يهمل   
9

4
 - r

2
 = 8           r

2
 =  

9
 4

 - 8     = 

9−32

4
  =  

−23

4
 

9

4
 - r

2
  = - 8              r

2
 =  

9
4
  + 8 = 

9+32

4
  =    

41

4
                  

  
 جد معادلة القطع الزائد الذي ينطبق محوراه على المحورين الأحداثيين وبؤرتاه                      

 وحدة  5,21ونصفي القطرين البؤرتين لاحدى النقط                   (10-,0),(0,10) 

  

F1(0,10)  ,  F2(0,-10)               c =10               

| r1 - r2| =2a           | 5 − 21|  =    2a                 

|-16| =2a            16 =2a           a =8             

c
2
 =a

2
+b

2
              100 = 64+ b

2 
              b

2
 =100 - 64 =36         

𝑦2

a2  - 
𝑥2

 b2 =1                                                                       

             معادلة القطع الزائد                  
𝑦2

64
 - 

𝑥2

 36
 =1                                  

  
  

 وحدات واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع   (6)قطع زائد طول محوره الحقيقي                   

  (𝟓√1,2),(𝟓√2-,1)الذي رأسه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين  المكافئ                
 جد معادلتي القطعين الذي مركزهما نقطة الأصل                

   
 

 بما انه النقطتان متناظرتان حول محور السينات   

                                                                (1,-2√5),(1,2√5)   

  تحقق معادلة القطع المكافئ    (5√1,2)

      20 = 4p           p = 5          (2√5)
2
 = 4p(1)            y

2
 = 4p𝑥 

         c =5        بؤرة القطع المكافئ (5,0)           وتمثل احدى بؤرتي القطع الزائد  

y                 معادلة القطع المكافئ        
2
 =  4(5) 𝑥                y

2
 =20𝑥 

                                            2a =6                    a =3 

      c
2
 =a

2
+b

2
           25 = 9 + b

2
           b

2
 =25-9          b

2
 =16 

       

         معادلة القطع الزائد           
𝑥2

9
 - 

y2

 16
 =1       ,          

𝑥2

𝐚𝟐 - 
y2

 𝐛𝟐 =1      
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 جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطعين المكافئين                           

 ,,  y
2
 = 20𝑥                       y

2
 =-20𝑥 ويمس دليل القطع المكافئ y

2
 = 12𝑥 

 

              y
2
 =20𝑥    

                      p =5         4p =20 

              y
2
 = 4p𝑥       

                                       y
2
 =20𝑥    

                      p =5         4p = -20- 

              y
2
 = -4p𝑥       

          c =5    بؤرتي القطعين المكافئين,,   (5,0-),(5,0)   وتمثلان بؤرتي القطع الزائد 

                  y
2
 = 12𝑥    

                      p =3         4p =  12  

              y
2
 = 4p𝑥         

                                              𝑥 = - p            𝑥 = -3      معادلة الدليل   

           a = 3         نقطة التماس   (3,0-)        ,,    وتمثل احد رأسي القطع الزائد 

             c
2
 =a

2
+b

2
             25 = 9 + b

2
           b

2
 = 25- 9 =16 

    
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                                       

                 معادلة القطع الزائد                  
𝑥2

9
 - 

y2

 16
 =1     
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 جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه تنطبقان على رأسي القطع الناقص                      

                
𝑥2

25
 + 

y2

 9
  ويمر ببؤرتي القطع الناقص نفسه       1 =  

 

              
𝑥2

25
 + 

y2

 9
 =1     

            
𝑥2

a2  + 
y2

 b2 =1 

        a
2
 = 25            a = 5           ,,       b

2
 = 9             b = 3 

                       c
2

 = a
2

-b
2

  = 25 - 9 =16                              c = 4 

      c = 5          رأسي القطع الناقص,,   (5,0-),(5,0)     وتمثلان بؤرتي القطع الزائد 

a = 4             بؤرتي القطع الناقص,,   (4,0 - ),(4,0)       وتمثلان رأسي القطع الزائد 

            c
2
 =a

2
+b

2
               25 =16+b

2
           b

2
 =25-16 =9 

    
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                                       

                 معادلة القطع الزائد                  
𝑥2

16
 - 

y2

 9
 =1     

  
 المكافئ الذي مركزه نقطة الأصل واحد رأسيه هو بؤرة القطع جد معادلة القطع الزائد                  

yالمكافئ 
2
 =12𝑥       وبؤرتاه هما نقطتا تقاطع الدائرة 𝑥2

+y
2
 محور السينات  مع25= 

  

                         y
2
 = 12𝑥    

                      p =3         4p =  12  

              y
2
 = 4p𝑥         

              a =3         بؤرة القطع المكافئ   ,,    (3,0)       تمثل احد رأسي الزائد 

𝑥2        مع محور السينات                  
+y

2
 = 25            y = 0  

                                            ∓ 5    =𝑥              𝑥2
  = 25 

c =5           نقطتا التقاطع,,     (5,0-),(5,0)     وتمثلان بؤرتي القطع الزائد 

c
2
 =a

2
+b

2
             25 =9 + b

2
            b

2
 =25-9 =16               

      
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                                       

                     القطع الزائدمعادلة                   
𝑥2

9
 - 

y2

 16
 =1     
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 معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتا القطع الزائد الذي معادلته دج                             

                  𝑥2
-3y

2
والنسبة بين طولي محوريه يساوي    12= 

𝟓

𝟑
  ومركزه نقطة الاصل  

 

             
𝑥2

12
 - 

y2

 4
 =1    (𝑥2

-3y
2
 =12)         ÷12       

               a 
2
 = 12   ,,    b 

2
 = 4         

𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1 

             c
2
 = a

2
+b

2
  = 12+ 4                 c

2
 =16             c = 4 

          c = 4  بؤرتي القطع الزائد,,     (4,0- ),(4,0)     وتمثلان بؤرتا القطع الناقص 

           
5

3
            

a

b
 =  

5

3
            3a =5b         a =  

5b
3

   =
2a

2b
 

            c
2
 = a

2
 - b

2
                   (16 = 

25b2

9
 - b

2
  )   × 9 

       144 =25b
2
- 9b

2
           144 =16b

2
           b

2
 =  9           b =3 

                                                      a =  

5(3)

3
 = 5 

      
𝑥2

a2  + 
y2

 b2 =1                                                                       

                    ناقصمعادلة القطع ال                  
𝑥2

25
 + 

y2

 9
 =1     

  

جد معادلة القطع الزائد الذي يمر ببؤرتي القطع الناقص                          
𝒙𝟐

  +  
𝐲𝟐

 𝟐𝟒
 =1  

بين البعد بين بؤرتيه الى طول محوره المرافق كنسبة  والنسبة               
5

4
 

  

 

𝑥2

49
  +  

y2

 24
 =1                                                           

      a
2
 = 49    ,,   b

2
 = 24 

𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                  

              c
2
 = a

2
 - b

2
 = 49 -24 =25            c = 5 

             a = 5  بؤرتي القطع الناقص   ,,     (5,0-),(5,0) وتمثلان رأسي القطع الزائد   
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5

4
              

c

b
  =  

5

4
            4c =5b         c =  

5b
4

   =
2c

2b
 

                          c
2
 =a

2
+b

2 
           ( 

25b2

16
 =25+ b

2
)  × (16) 

        9b
2
 =400            25b

2
 = 400+16b

2
            25b

2
-16b

2
 = 400 

   b
2
 =  

400

9
 

        
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                                 

                          معادلة القطع الزائد              
𝑥2

25
 - 

y2

400

9

 =1 

  

5yليكن                              
2
-4𝑥2

 =h معادلة القطع الزائد احدى بؤرتيه هي بؤرة القطع 

4y =√5𝑥2  المكافئ                   
 hفجد قيمة  

  

                                   ÷√5     √5𝑥2     =4y 

𝑥2
 = 

4

√5
 y                                              

         p =

1

√5
             4p =

4

√5
 

            𝑥2
 = 4py                                   

      c = 

1

√5
,0) ,,         تمثل احدى بؤرتي القطع الزائد   

1

√5
 بؤرة القطع المكافئ (

                                   (  5y
2
 - 4𝑥2

 = h )        ÷ h 

                                 
y2

h

5

  -  
𝑥2

 
h

4

 =1                                  

a
2
 = 

h

5
      ,,    b

2
 =  

h

4
                   

       
𝑦2

a2  - 
𝑥2

 b2 =1                                                          

                   c
2
 =a

2
+b

2
               (  

1

5
 = 

h

5
 + 

h

4
)        ×  (20)  

                4 = 4h + 5h              4 = 9h              h =  

4

9
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عين النقط على القطع الزائد                    
𝒙𝟐

 - 
𝐲𝟐

 والتي تبعد عن البؤرة في    1= 

 للقطع الزائد بمقدار  الايمن الفرع                 
𝟏

√𝟑
 وحدة 

 

                                 
𝑥2

3
  -  

𝑦2

 1
 =1                           

a
2
 = 3      ,,    b

2
 =  1         

       
𝑥2

a2  - 
y2

 b2 =1                                           

c
2

 = a
2

 + b
2

 = 3 +1               c
2

 =4              c =2          

F1 (2,0)     ,   F2 (-2,0)                              

   F1(2,0)         ,        (𝑥,y)           نقطة تنتمي للقطع الزائد           

                               r1 = pF1 =  √(𝑥 − 2)2 + (y − 0)2 

𝑥2√بتربيع الطرفين        − 4𝑥 + 4 + y2    =
1

√3
 

(  

1

3
 = 𝑥2

- 4𝑥 + 4 + y
2
   )  × 3                           

                                 1 = 3𝑥2
 - 12𝑥 + 12 + 3y

2
 

       3𝑥2
 - 12𝑥 + 3y

2
 +11  = 0              ...  (1) 

𝑥2

3
  - 

y2

1
 = 1 ) ×  (3)                                   ) 

 𝑥2 
-3y

2
 = 3                                       

3y
2
  = 𝑥2

 - 3                     ... (2)      

3𝑥2
 - 12𝑥 + 𝑥2 

-3+11 = 0                             

4𝑥2  
- 12𝑥 + 8 = 0      ÷ 4                  

𝑥2 
-  3𝑥 + 2  = 0                             

( 𝑥 -1)  ( 𝑥 -2)  = 0                             

                        𝑥 -1 = 0            𝑥 =1            3y
2
 =  1-3     either 

3y
2

 = -2         y
2

 =  

−2

3
           y =   ∓√

−2

3
       R              

                        𝑥 -2 = 0             𝑥 = 2           3y
2
 = 4 -3     or 

                              
1

√3
 ∓  =y           y

2
 =  

1

3
              3y

2
 = 1 

 , 2  ) النقط               
−1

√3
  )  ,  ( 2 , 

1

√3
  )         
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                        وبؤرتيه بأستخدام تعريف القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل                       

 وينطبق محوراه على المحورين الأحداثيين والقيمة                       (5,0-),(5,0)

 وحدات 6نقطة عن بؤرتيه يساوي  للفرق بين بعدي اية المطلقة                    
  

        

                                               = 2a|pF1_pF2  | 

 6 = |√(𝑥 − 5)2 + y2 
- √(𝑥 + 5)2 + y2| 

√(𝑥 − 5)2 + y2 
- √(𝑥 + 5)2 + y2  = ∓6                

𝑥2√     بتربيع الطرفين  − 10𝑥 + 25 + y2  = ∓6 + √𝑥2 + 10𝑥 + 25 + y2 = 

𝑥2
- 10𝑥 + 25 + y

2
   = 36∓12√𝑥2 + 10𝑥 + 25 + y2

+𝑥2
+10𝑥+25+y

2         
 

                              ∓12√𝑥2 + 10𝑥 + 25 + y2
        =-10𝑥-10𝑥-36     

                      ∓ 12√𝑥2 + 10𝑥 + 25 + y2
    ÷ (- 4)  =- 20𝑥 -36   

𝑥2√3∓                        بتربيع الطرفين + 10𝑥 + 25 + y2   =5𝑥+9 

25𝑥2
+ 90𝑥 +81 = 9(𝑥2

+10𝑥+25+y
2
)                                           

25𝑥2
+90𝑥+81 = 9𝑥2

+90𝑥+225+9y
2                                                                           

 

25𝑥2
-9𝑥2

-9y
2
 = 225-81                                                         

16𝑥2
 - 9y

2
 =144               ÷ 144                                       

     القطع الزائدمعادلة                   
𝑥2

9
 -  

y2

16
  =1 
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 ومحوراه يوازيان المحورين      (h,k)   معادلة القطع الزائد الذي مركزه النقطة    

 ,حيث المحور الحقيقي يوازي محور السينات المتعامدين     
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  (h,k)معادلة القطع الزائد الذي محوره الحقيقي يوازي محور الصادات ومركزه النقطة 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
  
  

      والرأسين وطول المحورين والاختلاف المركزيجد احداثيا المركز والبؤرتين               

          للقطع الزائد          

       

                         
 (𝑥+2)2

9
 - 

(y−1)2

4
 =1   

 

                                                             
 (𝑥−h)2

a2  - 
(y−k)2

b2  =1 

                                                                         ( h , k ) = ( - 2 , 1 )    المركز 
    a2 = 9                a = 3                 2a =2(3) = 6وحدات        الحقيقي المحور طول
      b2 = 4                b =2                 2b =2(2) = 4وحدات      المرافق المحور طول

                           √13   =  c2  = a2+ b2 = 9 + 4 =13                           c   

𝐹̅ 1   (c+h , k)  =     (√13                                   البؤرتان                           − 2 , 1) 
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 السادس  العلمي   

−√13 − 2 , 1)                                                                       ( =  𝐹̅ 2 (- c+h , k) 

 𝑉̅1 ( a + h , k )  =  ( 3-2 ,1)            𝑉̅ 1  ( 1,1)             الرأسان                      

  𝑉̅2 ( - a+h , k)  =  ( -3-2 ,1)         𝑉̅  2 (-5 ,1)                                                      

   = e         المركزي الاختلاف                       
c

 a
  =  

√13

3
   >  1  

 

 16 𝑥2 + 160 𝑥 - 9 y2  + 18 y = 185                                                          
  

 

16 (𝑥2 + 10 ) - 9 ( y2- 2y)  = 185                                             

16 (𝑥2 + 10 𝑥 + 25 ) - 9 ( y2- 2y +1 )  = 185 + 400 - 9               
16 (  + 5 )2 - 9 ( y - 1) 2  = 576           ÷ 576                              

 (𝑥+5)2

36
  -  

(y−1)2

64
  =  1                                                        

 (𝑥−h)2

a2   -  
(y−k)2

b2  =1                                                            

                                                               (  h , k)  = ( - 5 , 1)    المركز 

               a2 =36               a =6         2a =12الحقيقيطول المحور 
  b2 =64             b =8         2b =16           طول المحور المرافق 

c2 =a2+b2 =36 + 64             c 2 =100          c =10                         

                                                         𝐹̅ 1 ( c + h , k)  =  (10 − 5 ,1) =  (5 ,1) 

(−10 − 5 ,1)  =  (-15, 1)                                                      =    𝐹̅2( - c + h , k) 

                                               (1,1 ) 𝑉̅1( a + h , k)   =   (6 – 5 ,1)                 𝑉̅1  

𝑉̅2( - a + h , k)  =   ( - 6 -5 ,1)                𝑉̅2  ( -11,1)                                          

   = e                                الاختلاف المركزي 
c

 a
 =   

10

6
  =  

5

3
   >  1  
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بإدارة               فرع مسجد الحنانة               –شارع الكوفة  
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 واعد ـــــق           
v 

 صفر =مشتقة الدالة الثابتة          :  القاعدة الأولى              

  ∋ R cحيث         = 𝑓 (x) = c             yأي اذا كانت                                                
 

   = ′y  = 0           فأن                                                            
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑓 (x) = x                   اذا كانت :           القاعدة الثانية            
 n
                        

                                                 R n ∈    {0}         ,   - R x ∈ 

                  𝑓 ' (x) = n x
 n -1 

                                                   

 
        جد المشتقة الأولى لكل مما يأتي                             
 

                                𝑓 ' (x) = 5 x
 4      

    sol    [ ❶]   𝒇 (x) = x
 5
                        

              𝑓 ' (x) =  - 2 x
 -3  

   =     
−2

 𝑥3        sol          [ ❷]   𝒇 (x) = x
 - 2

               

    𝑓 ' (x) = 
1

2
   𝑥 

−1

2
 
=

 
1

  2 𝑥 
1
2

  
=

 
1

  2 √𝑥
  sol       [ ❸]    𝒇 (x) = √𝒙 = 𝒙

𝟏

𝟐             

   𝑓 ' (x) = 
2

3
   𝑥 

−1

3                                   sol       [❹ ]   𝒇 (x) =  √𝒙𝟐𝟑
 = 𝒙

𝟐

𝟑         

                           𝑓 ' (x) 
 
=

 
2

  3 𝑥 
1
3

  
=

 
1

  3  √𝑥
3 

             𝑓 ' (x) = 
3

5
   𝑥 

−2

5                          sol  [❺]   𝒇 (x) =  √𝒙𝟑𝟓
 = 𝒙

𝟑

𝟓             

                        𝑓 ' (x) 
 
=

 
3

  5 𝑥 
2
3

  
=

 
1

 5  √ 𝑥25
 

 

                                 𝑓 ' (x) = 
5

2
   𝑥 

3

2   sol        [❻]   𝒇 (x) =  √𝒙𝟓 
 = 𝒙

𝟓

𝟐          

                   𝑓 ' (x) 
 
=

 
5

  2   
  𝑥 

3

2
  
= 

5

  2   
√𝑥3                     
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         [❼]  𝒇 (x) =   
𝟏

     √𝒙𝟐𝟑
 =  𝒙 

−𝟐

𝟑              sol     𝑓 ' (x) =  
−2

  3   
  𝑥 

−5

3
  
           

                    = 
−2

  3 𝑥 
5
3

 = 
1

 3  √ 𝑥53
 
   

                [❽]  𝒇 (x) = 
𝟏

√𝒙  = 
𝟏

   𝒙 
𝟏
𝟐

  =   𝒙 
−𝟏

𝟐             sol     𝑓 ' (x) =  
−1

  2   
  𝑥 

−3

2
  
   

     = 
−1

  2 𝑥 
3
2

 = 
−1

 2  √ 𝑥3 
 
                 

  ∋ R cدالة قابلة للاشتقاق ولتكن  g (x)  لتكن      :   القاعدة الثالثة              

                                                                               c .g (x) =   𝒇 (x)   
 

                                                                            c .g ' (x) =   𝒇 ′ (x) 

 

 . يساوي مجموع مشتقاتهامشتقة مجموع عدد محدد من الدوال            لقاعدة الرابعةا          ا

,  𝑓أي اذا كانت كل                                                                𝑔  دالة قابلة للاشتقاق فان  

  
                                                               𝑔′ (x)  ± (𝑓 ± 𝑔)′ (x ) = 𝑓′ (x)    

      

  جد المشتقة الاولى لكل مما يأتي                              
 

          5 x
 2
 - 3 x

 
 + 2                                                              y = 3 x

 4 
+  [❶]   

                      10 x
 
 - 3 

  
                                      12 x

 3 
+  = 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = y '      sol 

       4 x
 3
 + x                              2 x

 4 
+ 4 x

 2
 +1) =    = x ( 2 x

 3 
+ 𝒇 (x)    [❷]   

                                   1                            12 x
 2 

+ 8 x
 3
 + 𝑓 ′ (x)  =       sol 

       1) (4 x
 2
 +5 )                                                          =  ( 2 x

   
- 𝒇 (x)    [❸]  

        10 x
  
 - 4 x

 2 
-5                                                  =    8 x 

3   
+ 𝑓 (x)       sol 

                                - 8 x
   
                                   24 x

 2
 +10 𝑓 ′ (x)  = 

                            20 x
  
 + 4      =    25 x

 2
 
 
-    =  ( 5 x

   
-2 ) 

2
 𝒇 (x)    [❹]  

                 
   

       
                    

                                      50 x
 
 -20 𝑓 ′ (x)  =      sol 
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      =    4 x 
 
(9 x

 2  
- 12x

 
 +4)                              =  4 x ( 3 x

   
-2 ) 

2
 𝒇 (x)    [❺]  

                         =   
 
(36 x

 3  
- 48x

 2 
 +16 x ) 

        96 x +16
   
                                                      108 x

 2
 - 𝑓 ′ (x)  =       sol 

 
 

     لقاعدة الخامسةا       

 
 (   ( )                     ) +(                       ) ×  الدالة الأولى  = مشتقة حاصل ضرب         

     

                                          𝑓 ' ( x )     .𝑔 (x)     +    𝑔′ (x)  .(𝑓 . 𝑔)′ (x ) = 𝑓 ( x )    

        

 

𝑓 ′ ( x )        1) (4 x  جد                              
 2
 +5 )        =  ( 2 x

   
- 𝒇 (x)    

 
                                  (4 x

 2
 +5

 
)  ( 2) 1) (8 x

 
) +  =  ( 2 x

   
- 𝑓 ′ (x)    

                                            8 x
  2

 + 10 8 x
 
 +  =   16 x 

2   
- 

                                                       + 10 8 x
 

  =   24 x 
2   

-   
 

       لقاعدة السادسة ا       
    

     =  مشتقة قسمة دالتين                        

 صفر  ≠حيث المقام                         

                 

 = 𝒇 (x)    حيث  𝒇 ′ (x)جد                           
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
     

         

       
 2

(𝑥+1 )2    =
  𝑥+1−𝑥+1

(𝑥+1 )2  =
(𝑥+1)(1)−(𝑥−1)(1)

(𝑥+1 )2     =𝒇 (x) = 
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
         

    

 مشتقة دالة الدالة             لقاعدة السابعةا         

n[ 𝒇 (x) ]                                   أي إذا كانت                                       
   y = 

𝒇′ (x  [ 𝒇 (x) ]n -1 (                                          فإن                      
    n   =

𝒅𝒚

𝒅𝒙
   =𝑦 ′   

 



            السادس العلمي –اضيات الري    

ال 
حة

صف
  

4
 

                 

     x =2   عند  ' y  جد   y =  ( 1 -  x ) 3    إذا كانت                              

         
                            y =  ( 1 -  x ) 3 

                        ( 1 -  x ) 2 1 )   =  - 3 -  )y' =  3 ( 1 -  x ) 2 

   x =2وعند          

                          1 ) 2   =  - 3 -  )y '=  - 3( 1 -  2 ) 2 =( -3)   

                 

   جد المشتقة الأولى لكل من الدوال الآتية                           

 

         

                                                                    √2𝑥 − 𝑥23
 𝒇 (x) =  ❶ 

                                          x  
2 
 )

1

3        =  ( 2 x
  
-
 

     √2𝑥 − 𝑥23
 𝒇 (x) = 

     x  
2 
 )

−2

3   ( 2 – 2 x ) = 
 2 − 2𝑥

3(2𝑥 − 𝑥2 )
2
3

                           ( 2 x
  
- 

1

3
 𝒇 ′ (x) =      sol 

          

                           (4 − 𝑥2) > 0                   ,  𝑥√4 − 𝑥2 
 𝒇 (x) =  ❷ 

       x 
4 
 )

1

2   =  ( 4 x
 2 

-
 

  √ 4𝑥2 − 𝑥4 
  =√ 𝑥2(4 − 𝑥2)

 
  =𝑥√4 − 𝑥2 

 𝒇 (x) = 

            x  
4 
 )

−1

2   (8 x – 4 x 
3
 )                                         ( 4 x

2  
- 

1

2
 𝒇 ′ (x) =    sol   

                                               
 8𝑥 − 4𝑥3

2 √4𝑥2 − 𝑥4
     =

 8𝑥 − 4𝑥3

2(2𝑥2 −  𝑥4 )
1
2

  = 

   
 

    اشتقاق الجذر التربيعي          قاعدة خاصـــــــــــة         

                                                                        √𝑔(𝑥)                  
 𝒇 (x) = 

 

                                              
 𝑔′(𝑥)

2 √ 𝑔(𝑥)
   =                                𝒇 ′ (x) = 

                                    

                                                                       √ 4𝑥2 − 𝑥4 
  𝒇 (x)   = 

                                                                       
 8𝑥−4𝑥3

2 √4𝑥2−𝑥4
  𝒇 ′ (x) =    sol      
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             = 
 𝟐𝒙

(𝒙−𝟓 )𝟑                                  𝒇  (x)    ❸   

                    = 
 (𝑥−5 )3(2) −2𝑥[3(𝑥−5 )2(1)]

(𝑥−5 )6                      𝑓 ′  (x)     sol 

          
−4𝑥−10 

(𝑥−5 )4  =  
 2𝑥−10−6𝑥

(𝑥−5 )4   =  = 
 (𝑥−5 )2[2 (𝑥−5 )− 6𝑥]

(𝑥−5 )6   

 

                      3 x 2 +5 ) 6                                  )y = ( 2 x + 3 )     ❹ 

        3 x 2 +5 ) 5 (6x )] +( 3 x 2 +5 ) 6 (2)       ) ( 2 x + 3 ) [6=  
 𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

3 x 2 +5 ) 5 +2( 3 x 2 +5 ) 6                        ) 36x ( 2x + 3 ) = 

 

  y =( 
  𝒙𝟐−𝟏

  𝒙𝟐+𝟏
 ) 

5
                                                                              ❺   

                             y ' = 5( 
  𝑥2−1

  𝑥2+1
 ) 

4   
  (𝑥2+1) (2𝑥)−(𝑥2−1) (2𝑥) 

 ( 𝑥2+1  )2 

                                                      = 5( 
  𝑥2−1

  𝑥2+1
 ) 

4 
[
  3𝑥2+2𝑥  −2𝑥3+2𝑥     

 ( 𝑥2+1  )2 ] 

                                                                                (= 5 ( 
  𝑥2−1

  𝑥2+1
 ) 

4 
(

 4𝑥     

 ( 𝑥2+1  )2 
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       𝒇  (x) y =    يعني   y = بدلالة  x  

                                                           𝒇  (x) = 3x +5  y = 

 𝒇  (x) = x 2 + 3x +5                                                          y = 

 𝒇  (x) = x 3 - 4x +2                                                           y = 

          
   6+4𝑥

 4𝑥
 4 x y - 4 x  =6          4 x y = 6+4 x       ∴ y =   

 

 xأما العلاقة              
3
 + y 3 + x 

3
 y = x +5          يصعب فيها التعبير عن  y    بدلالة   x   

                 

           x 2 + y 2   = 49  لمنحني الدائرة    'yجد                             

  

       x 2 + y 2 = 49                                                                         

                                        2               ÷2x  + 2y y' = 0 

                  y' =   
−𝒙

𝒚
               y y' =  - x          x  +  y y' = 0 

 
                 

  جد                          
𝒅𝒚

𝒅𝒙
           3x  2 - 4 y 2   = 36  للقطع الزائد      

  

       3x 2 - 4 y 2 = 36                                                                         

           3x 2 - 4 y 2 = 36                                                                         

                                               2            ÷6x  - 8 y   
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 = 0                 

         
𝟑𝒙

𝟒𝒚
  =

𝒅𝒚

𝒅𝒙
        4 y   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 = 3x            3x  - 4 y   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 = 0                      

 

لم ـــــالثقة بالنفس بعد التوكل على الله مطلوبة شرعا، فالمس
ه ــــــيتعين عليه أن يحسن الظن بالله تعالى، وأن يتفاءل لنفس

اء ـــــــــالخير والنجاح دائماً، ويسعى باستمرار في سبيل الارتق
 لتحصيل الكمال
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 دالة تتوافر فيها شروط الاشتقاق فان مشتقتها الاولى   = 𝒇  (x) yاذا كانت         

                                                                                                         𝒇 ′ (x)   = y ' = ( 
  𝒅𝒚

  𝒅𝒙
 )

 
          

 دالة جديدة .  هي   وتمثل          

 والدالة الجديدة هذه اذا توافر فيها شروط الاشتقاق فان مشتقتها دالة جديدة تمثل المشتقة        

 ) = " 𝒇 " (x)   = y                                              الثانية  ويرمز لها بالرمز        
   𝒅𝟐𝒚

  𝒅𝒙𝟐  )
 

       

 (x)وهذه ايضا دالة جديدة للمتغير    

  واذا توافرت فيها شروط الاشتقاق فان مشتقتها تسمى المشتقة الثالثة  

                                                                                                𝒇 ′" (x)   = y '" = ( 
   𝒅𝟑𝒚

  𝒅𝒙𝟑  )
 

   

                 

   وعلى هذا المنوال يمكن ايجاد مشتقات متتالية بدءا من المشتقة الثانية  يطلق على هذه المشتقات   

 بالمشتقات العليا وتكتب المشتقة من الرتبة       كما يلي 

                                                                                   𝒇 (n) (x)   = y (n) = ( 
   𝒅𝒏𝒚

  𝒅𝒙𝒏  )
 

   

 عدد صحيح موجب    nحيث       

(n)   (x)                    من رموز المشتقات  
  𝒇 ............. , 𝒇 ′" (x)      ,𝒇  " (x)         ,𝒇 ′  (x)    - 1 

                                                  
(n)   𝒚        ............. , 𝒚 ′"      ,𝒚  "          ,𝒚 ′      - 2 

                                     
   𝒅𝒏𝒚

  𝒅𝒙𝒏        ............. ,
   𝒅𝟑𝒚

  𝒅𝒙𝟑      ,
   𝒅𝟐𝒚

  𝒅𝒙𝟐           ,
   𝒅 𝒚

  𝒅𝒙      - 3 

                                  حيث                
   𝒅 𝒚

  𝒅𝒙     
   𝒅 

  𝒅𝒙    =   
   𝒅𝟐𝒚

  𝒅𝒙𝟐           

               وكذلك              
   𝒅𝟐 

  𝒅𝒙𝟐     
   𝒅 

  𝒅𝒙    =   
   𝒅𝟑𝒚

  𝒅𝒙𝟑      

 

 لة الاتية اومن مثال للمشتقات المتتالية  نأخذ  الد    

                  S = 𝒇  ( t )                 تمثل ازاحة جسم عند اي زمن( t ) 

    فالمشتقة الاولى         
   𝒅𝒔 

  𝒅𝒕  =𝒇 ′  ( t )       وتمثل السرعة اللحظية لذلك الجسم 
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         𝒇 "  ( t )=                        والمشتقة الثانية     
   𝒅𝟐𝒔

  𝒅𝒕𝟐      

 (  التعجيل للجسم المتحرك) تمثل معدل تغير السرعة        

         𝒇 "′  ( t )=,                                ( t )امل المشتقة الثالثة للإزاحة بالنسبة للزمن      
   𝒅𝟑𝒔

  𝒅𝒕𝟑      

      فتمثل المعدل اللحظي لتغير التعجيل   

 
                 

  جد                          
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐      لكل مما ياتي 

 

                   ( √𝟐 − 𝒙 )             ∀𝒙 < 𝟐                                 ❶   y = 

                                              2 −  𝑥)
1

2 )( √2 − 𝑥 ) =     y =  sol 

                        2 −  𝑥)
−1

2      )
−1

2
  2 −  𝑥)

−1

2 (−1) =   )
1

2
   =

   𝑑 𝑦

  𝑑𝑥    

              
−1

4 √(2−𝑥)3
 = 

−1

4(2−𝑥)
3
2

  2 −  𝑥)
−3

2 (−1)=   )
−1

2
(

−1

2
)   =

    𝑑2 
𝑦

  𝑑𝑥2  

 
          

                   
2−𝑥

2+𝑥
              𝒙 ≠ −𝟐                                      ❷   y = 

 
−4 

(2+  𝑥)2 
 =   

−2−𝑥−2+𝑥 

(2+  𝑥)
2

 
  =

(2+ 𝑥) (−1) − (2−𝑥)(1) 

(2+  𝑥)2 
   =

   𝑑 𝑦

  𝑑𝑥      sol 

     
 8    

(2+  𝑥)3 
   =

+8( 2+  𝑥)    

(2+  𝑥)4 
   =

(2+  𝑥)2(0)−(−4)[ 2(2+𝑥)] 

(2+  𝑥)4 
   =

   𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2      
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 𝟑𝒙+𝟏    اذا كانت                            

(𝒙−𝟏  )𝟐 
 y =              𝒙 ≠ 𝟏   

    + 2y = 0فاثبت ان                                    
   𝒅  𝒚

  𝒅𝒙    (𝒙 − 𝟏 )   
   𝒅𝟐 𝒚

  𝒅𝒙𝟐  + 4  (𝒙 − 𝟏 )𝟐 

 

                                                                       
3𝑥+1 

(𝑥−1  )2 
 y =   

(𝑥−1) [3(𝑥−1)−(2(3𝑥+1)] 

(𝑥−1  )4 
 =  

(𝑥−1)2(3)−(3𝑥+1)[(2(𝑥−1)] 

(𝑥−1  )4 
   =

   𝑑 𝑦

𝑑𝑥       

                                               
−3𝑥−5 

(𝑥−1  )3 
   =  

3𝑥−3−6𝑥−2 

(𝑥−1  )3 
   =  

                                  
(𝑥−1)3(−3)−(−3𝑥−5)[3 (𝑥−1)2] 

(𝑥−1  )6 
   =

   𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2   

                               
(𝑥−1)2[ −3(𝑥−1)−3(−3𝑥−5) ] 

(𝑥−1  )6 
 = 

                                           
6𝑥+18 

(𝑥−1  )4 
   =  

−3𝑥+3+9𝑥+15 

(𝑥−1  )4 
   =  

                      2y   +    
   𝒅  𝒚

  𝒅𝒙    (𝒙 − 𝟏 )   
   𝒅𝟐 𝒚

  𝒅𝒙𝟐  + 4  (𝒙 − 𝟏 )𝟐        L.H.S 

         2( 
3𝑥+1 

(𝑥−1  )2 
)   + (   

−3𝑥−5 

(𝑥−1  )3 
 ) (𝑥 − 1 )   

6𝑥+18 

(𝑥−1  )4 
) + 4 ) (𝑥 − 1 )2 =        

      
6𝑥+2 

(𝑥−1  )2 
                                      +    

−12𝑥−20 

(𝑥−1  )2 
   

6𝑥+18 

(𝑥−1  )2 
  +    =  

                  R.H.S       =0         =
0 

(𝑥−1  )2 
      == 

6𝑥+18−12𝑥−20+6𝑥+2 

(𝑥−1  )2 
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 x = 1  عندما      لكل مما ياتي         𝒇 ′" (x)   جد                          

 

                    𝟒√𝟔 − 𝟐𝒙                𝒙 < 𝟑       =     ❶   𝒇   (x)      

                                                 4(6 − 2𝑥)
1

2  =     𝒇   (x)         sol 

                      4(6 − 2𝑥)
−1

2  - =  4 ( 
1

2
 ) (6 − 2𝑥)

−1

2 (−2)=    𝑓 ′   (x) 

                      4(6 − 2𝑥)
−3

2  - = - 4 ( 
−1

2
 )(6 − 2𝑥)

−3

2 (−2)=    𝑓 "   (x) 

                     12(6 − 2𝑥)
−5

2 - = - 4 ( 
−3

2
 )(6 − 2𝑥)

−5

2 (−2)=    𝑓 ′"   (x) 

                                                                     
−12

(6−2𝑥)
5
2

 = 

  𝑥=1عند                

        
−3

8
  =

−12

32
  =

−12

(2 )5      =
−12

(2 )2  
5
2

   =
−12

(4)
5
2

  =
−12

(6−2(1))
5
2

 = 𝑓 ′"   (1) 

 

                                                  𝒙 ≠ 𝟐  = 
 3

2−x  
              ❷   𝒇   (x)    

                                                                 
 3

2−x  
 =  𝑓   (x )   sol 

                                                         = 3  (2 − 𝑥)−1       𝑓 (x) 

                    =  −3 (2 − 𝑥) −2(−1) =         𝟑 (𝟐 − 𝒙)−𝟐     𝑓 ′ (x) 

                      =  −6 (2 − 𝑥)−3(−1) =         𝟔 (𝟐 − 𝒙)−𝟑      𝑓 " (x) 

                            =  −18 (2 − 𝑥 )−4(−1) =         
18

(2−𝑥 )
4    𝑓 ′" (x) 

 𝑥=1عند             

                          =   18 =   
18
1

  =   
18

(2−1)
4  =   

18

(2−𝑥)
4    𝑓 ′" (1) 
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للمعادلة الضمنية "yايجاد 
 

                 

          "y  جد             x 2 + x y +  y 2 = 3    اذا كانت                         

 
                                                            x 2 + x y +  y 2 = 3   

                     2x  + x 
𝑑  𝑦

  𝑑𝑥   +  y (1)+  2y 
 𝑑  𝑦

  𝑑𝑥    = 0                     

                                         2x + x 
𝑑  𝑦

  𝑑𝑥   +  y +  2y 
 𝑑  𝑦

  𝑑𝑥    = 0   

       2 + x 
𝑑2𝑦

  𝑑𝑥2   + 
 𝑑  𝑦

  𝑑𝑥    (1) +   
 𝑑  𝑦

  𝑑𝑥   + 2y 
𝑑2𝑦

  𝑑𝑥2   + 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥    2 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥   = 0   

       2 + x 
𝑑2𝑦

  𝑑𝑥2   +2 
 𝑑  𝑦

  𝑑𝑥   +2y 
𝑑2𝑦

  𝑑𝑥2   + 2( 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥  )
2
 = 0                                   

               x +2y)  
𝑑2𝑦

  𝑑𝑥2    =  - 2 - 2 
 𝑑  𝑦

  𝑑𝑥    - 2 ( 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥  ) 
2
                            )     

                                                         
𝑑2𝑦

  𝑑𝑥2    = 

− 2− 2 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 − 2( 

𝑑𝑦

𝑑𝑥 
)2

𝑥 +2𝑦
       

   
                 

𝟑+فبرهن          x 2 +  y 2 = 1    اذا علمت بأن          
𝒅𝟐𝒚

  𝒅𝒙𝟐 . 
𝒅 𝒚

  𝒅𝒙 = 𝟎  𝒚
𝒅𝟑𝒚

  𝒅𝒙𝟑 

+ 

                                                   x 2 +  y 2 = 1 

x   +   y  
d y

  dx  = 0                               2    ÷         2 x   +  2y  
d y

  dx  = 0 

            1+ y  
d2 y

  dx2  + (
d y

  dx  )
2= 0               1+ y  

d2 y

  dx2  + 
d y

  dx  .
d y

  dx  = 0 

  2  
d y

  dx  .
d2 y

  dx2  =0
 

  ++ 
𝑑2𝑦

  𝑑𝑥2 . 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥     𝑦
𝑑3𝑦

  𝑑𝑥3 

                                      =0  + 3
𝑑

2
𝑦

  𝑑𝑥2 . 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥     𝑦
𝑑3𝑦

  𝑑𝑥3  
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            جد                                  
𝒅𝟐𝒚

  𝒅𝒙𝟐  لكل مما يأتي  

      

                                       = 𝒙 𝟐                                      ❶   y 
3 
-  8     

                                                               = 2 𝑥          3y 
2  

 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥      sol 

                                                   
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥   (6y) 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥    = 2          +     3y 
2 
.
 
 

𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2   

        (6y) (
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥   )
2 

= 2                                     +     3y 
2 
.
 
 

𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2  

            (6y) (
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥   )
2 

                           2 -   =     3y 
2 
.
 
 

𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2  

                                                       
 2−6𝑦 .( 

𝑑𝑦

𝑑𝑥 
)2

   3𝑦2     =
𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2  

 
 

                                                                       ❷   𝑥5
  -  y 

5 
=  33     

                                       5  ÷        = 0      5x 4 - 5y 4 
.
 
 

𝑑 𝑦

  𝑑𝑥         sol 

                                                          = 0      x 4 - y 4 
. 

𝑑 𝑦

  𝑑𝑥     

                               4y 3 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥   )] =  0   + 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥   (   4x 3 – [ y 4 
. 

𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2  

                                    4y 3 . ( 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥   )
2  =  0   –     4x 3 –  y 4 

 
𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2  

         4y 3 . ( 
𝑑 𝑦

  𝑑𝑥   )
2                        –     4x 3  =y 4 

 
𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2  

                                                
 4 𝑥3− 4𝑦3 .( 

𝑑𝑦

𝑑𝑥 
)2

   𝑦4     =
𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2  
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                                                               ❷  2 𝑥 y  -  4y 
 
+ 5  =  0     

                            2  ÷           2 𝑥 
𝑑 𝑦

𝑑𝑥   + y (2)  - 4 
𝑑 𝑦

𝑑𝑥   =  0   sol 

                                              𝑥 
𝑑 𝑦

𝑑𝑥   + y - 2 
𝑑 𝑦

𝑑𝑥   =  0 

                               𝑥 . 
𝑑2 𝑦

𝑑𝑥2   + 
𝑑 𝑦

𝑑𝑥   (1) + 
𝑑 𝑦

𝑑𝑥  
 - 2 

𝑑2 𝑦

𝑑𝑥2  =  0 

                                                  (𝑥 − 2) 
𝑑2 𝑦

𝑑𝑥2  + 2 
𝑑 𝑦

𝑑𝑥   =  0 

                                                     (𝑥 − 2) 
𝑑2 𝑦

𝑑𝑥2  = - 2 
𝑑 𝑦

𝑑𝑥     

                                                                  
− 2  

𝑑𝑦

𝑑𝑥 
  

   𝑥−2
    =

𝑑2 𝑦

  𝑑𝑥2  
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مشتقات الدوال الدائرية           
 
 
 

 y=  نسبة الزاوية           

 

=    مشتقة الزاوية×    مشتقة النسبة          
𝑑 𝑦 

𝑑𝑥  

                                              

                                            
𝑑𝜽  

𝑑𝑥     =    cos 𝜽   sin 𝜽     
𝑑  

𝑑𝑥                ❶     

                                                                                                

                                           
𝑑𝜽  

𝑑𝑥       sin 𝜽 -  =     cos  𝜽 
𝑑  

𝑑𝑥                ❷ 

                        

                                              
𝑑𝜽  

𝑑𝑥     =   sec 2 𝜽   tan 𝜽  
𝑑  

𝑑𝑥                 ❸ 

 

-  csc 2 𝜽   𝑑𝜽
 
 

𝑑𝑥               - =   𝜽 cot  
𝑑  

𝑑𝑥             ❹ 
            

 

           
𝑑𝜽  

𝑑𝑥   tan 𝜽  .Sec 𝜽  sec 𝜽 =    
𝑑  

𝑑𝑥                ❺ 
 

                      
𝑑𝜽  

𝑑𝑥    cot 𝜽  .𝜽   csc-   =   csc 𝜽    
𝑑

 
 

𝑑𝑥              ❻ 

 
 

جد                    
𝑑𝒚  

𝑑𝑥  لكل مما يأتي      

        

                                                                                        ( 3+ 
2
 𝒙 )sin  =  𝒚      1 ] [ 

    
𝑑𝒚  

𝑑𝑥   =  cos (𝑥 
2 
 +3) ( 2 𝑥) = 2 𝑥 . cos (𝑥 2 

+3)                                   
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                                                                                          +  3 
2

 𝒙 sin  = 𝒚     ] 2 [ 
𝑑𝒚  

𝑑𝑥   = cos 𝑥 
2 
. (2 𝑥) + 0 = 2 𝑥 . cos 𝑥 2 

                                      

 

                                                                       ) 
2
 𝒙  -( 3  cos = 𝒚     ] 3 [ 

  
                 

   
𝑑𝒚  

𝑑𝑥   =  - sin ( 3 - 𝑥 
2
)
 
  ( - 2 𝑥)   = 2 𝑥 . sin ( 3 - 𝑥 2 

 )         

 

                                                                 
2

 𝒙 tan  3 +)  x4 sin ( = 𝒚     ] 4 [ 

    
𝑑𝒚  

𝑑𝑥    = cos 4 𝑥 ( 4 ) 
 + sec 

2 
 3𝑥 2 

 (6 𝑥)                                        

         =  4 cos 4 𝑥 + 6 𝑥 . sec 
2 
 3𝑥 2   

                                                  

                                                                     )          𝒙 cos tan  ( = 𝒚     ] 5 [ 

   
𝑑𝒚  

𝑑𝑥   =  sec 
2
 (cos 𝑥) . ( - sin 𝑥)

  
 (1)                                                        

=    (  - sin 𝑥)
  
 .   sec 

2
 (cos 𝑥)                                                     

 

                                                                      𝒙 . cos  𝒙tan   = 𝒚     ] [ 6 

                                
𝑑𝒚  

𝑑𝑥   =  tan 𝑥  . ( - sin 𝑥)
  
 +  cos 𝑥  .  sec 

2 𝑥 

                                    = 
sin 𝑥   

cos 𝑥
  . ( - sin 𝑥)

  
 +  cos 𝑥  .  

1  

cos 𝑥2   

                         
−si𝑛2 𝑥+1  

cos 𝑥
      = = 

−si𝑛2 𝑥   

cos 𝑥
  + 

1  

cos 𝑥      

                                                       cos 𝑥   =  
 𝑐𝑜𝑠2𝑥   

cos 𝑥
 =  

  

                                                                           𝒙 -  𝒙tan   = 𝒚     ] [ 7           

    
𝑑𝒚  

𝑑𝑥   =  sec 
2
 𝑥 -1   = tan 

2 𝑥                                                                   

     

                                                                                   
2
 𝒙 𝝅Sec   = 𝒚     ] [ 8   

              (𝜋 𝑥  2  )
𝑑𝒚  

𝑑𝑥   =  sec 𝜋 𝑥 
2
 . tan 𝜋 𝑥 

2
            

           
 
                               

𝑑𝒚  

𝑑𝑥   = ( 2 𝜋 𝑥)   sec 𝜋 𝑥 
2
 . tan 𝜋 𝑥 

2
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                                           √𝟑 − 𝒙 csc   = 𝒚    ] [ 9   

                               
− 1  

 2√3− 𝑥
 cot √3 − 𝑥 .  csc √3 − 𝑥 .  -  =

𝑑𝒚  

𝑑𝑥   

                             cot √3 − 𝑥    
 1  

 2√3−𝑥
 . csc √3 − 𝑥 .   =

𝑑𝒚  

𝑑𝑥   

 
                                                            

2
) 𝑥3  = ( sin  

 
 𝒙3 

2
sin  = 𝒚     ] [ 10   

                                                   2 sin 3𝑥 
 
. cos  3 𝑥 (3)     =  

𝑑𝒚  

𝑑𝑥          

        6 sin 3𝑥 
 
. cos  3 𝑥  =   3 sin 6 𝑥                                =  

𝑑𝒚  

𝑑𝑥                       

     

                                                                           
 
 

2
 𝒙3 sin = 𝒚     ] [ 11   

                              cos 3𝑥 
2
 
 
.  (6 𝑥  ) =   6 𝑥 cos 3 𝑥 

2
     =  

𝑑𝒚  

𝑑𝑥                       

 
                                   

3
+1) ] 

 2
 𝑥 ( 4 [ tan  =    +1)

 2 𝑥 (   
3

4 tan  = 𝒚     ] 2[ 1   

                     sec 
2
 ( 𝑥 

2 
+1) . (2 𝑥) =   4 (3) [ tan 

 
( 𝑥 

2
 +1) ] 

2
 .   

𝑑𝒚  

𝑑𝑥   

                        sec 
2
 ( 𝑥 

2 
+1)    =   24 𝑥 . tan 

2
 
 
( 𝑥 

2 
+1)   .   

                                     

                                                    
3

+1) ]  
2
 𝑥 ( [ sec   =    +1)

 2
 𝒙(  

3
 sec  = 𝒚     ] [ 13                

      sec  ( 𝑥 
2
 + 1) . . tan  

 
( 𝑥 

2
 + 1) (2 𝑥) =   3 [ sec 

 
( 𝑥 

2
 + 1) ] 

2
 .   

𝑑𝒚  

𝑑𝑥   

                            tan  ( 𝑥 
 2
 + 1)    =   6 𝑥 . sec 

3
 
 
( 𝑥 

2
 + 1)   .   

 
 

 cos  2 𝒙  اذا كانت                  
 
   = 𝒚       جد

𝒅𝟒 𝒚

𝒅𝒙𝟒        

       
                                                                    cos  2 𝑥 

 
   = 𝑦      

                     - 2  sin  2 𝑥 
                            

      =sin  2 𝑥 
 
(2)    -   =

𝑑 𝑦

𝑑𝑥   

                    - 4 cos  2 𝑥 
                     

      = 2 cos  2 𝑥 
 
(2)    -   =

𝑑2 𝑦

𝑑𝑥2  

   8 sin  2 𝑥 
                                                 

      = 4( - sin  2 𝑥 )
 
( 2 )    -   =

𝑑3 𝑦

𝑑𝑥3  



            السادس العلمي –اضيات الري    

ال 
حة

صف
  

17
 

16 cos  2 𝑥 
                                                          

     = 8 (cos  2 𝑥 )
 
(2)     =

𝑑4 𝑦

𝑑𝑥4  

 

  f (x) = sin 𝝅𝒙       حيث    '" f (1)  جد                 

       

                                                                f (x) = sin 𝜋𝑥 

                                cos  𝜋𝑥  𝜋 =     𝜋  f ' (𝑥)   =  cos  𝜋𝑥 

                      sin  𝜋𝑥 
2

 𝜋 -       = (𝜋 ( )f " (𝑥)   = 𝜋 ( - sin  𝜋𝑥 

                     cos  𝜋𝑥 
3

 𝜋 -  =    (𝜋 ( )f "' (𝑥)   = - 𝜋 2 ( cos  𝜋𝑥 

                             = - 𝜋 3  cos  𝜋  (1 )  f "' (1)   = - 𝜋 3   cos  𝜋  

              =  𝜋 3                                    (−1 )f "' (1)   = - 𝜋 3    

 
 

  =2y(1+y 2)  فبرهن ان       y = tan xاذا كانت                   
𝒅𝟐 𝒚

𝒅𝒙𝟐     

𝒏∀  حيث                         ∈             ,      𝒙 ≠  
(𝟐𝒏+𝟏) 𝝅

𝟐
 

 
                                                                        y = tan x      

                                                     ( sec  𝑥 ) 2
   =sec 

2
  𝑥    =

𝑑 𝑦

𝑑𝑥   

                                                 2 sec 𝑥  . sec 𝑥 . tan 𝑥     =
𝑑2 𝑦

𝑑𝑥2  

                                        2 tan 𝑥  . sec 
2
 𝑥                         = 

     2 tan 𝑥  ( 1 + tan 
 2
 𝑥)                  sec 

2
 𝑥 = (1+ tan 

2
 𝑥)      = 

                                                               (2 y  ( 1 +  y
 2

  = 
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     y (4 ) – y+  cos x =0  فبرهن ان   y = x . sin xاذا كانت                   

  
                                                     y = x . sin x 

                     𝑥 cos  𝑥 + sin 𝑥    =𝑥 cos  𝑥 + sin 𝑥 (1)     =
𝑑 𝑦

𝑑𝑥     
       

                              cos 𝑥     + cos 𝑥 (1)    + (y" = x ( - sin x 

     cos 𝑥                                                   2  +   = - x   sin x   

  

                      2 ( - sin 𝑥 )     +sin 𝑥 ( -1)      +y'" = - x cos x 

                                                        3 sin 𝑥 -   = - x cos x 

 

                         3 cos 𝑥    - cos 𝑥 ( -1)      +y (4 ) = - x ( - sin) x 

                         𝑥 y – 4 cos     = 4 cos 𝑥    -    y (4 ) =  x sin x 

 
                                        y (4 ) – y+ 4 cos x = 0   
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   المعدلات المرتبطة            
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 :   المعدلات المرتبطة
 نتبع ما يلي  لمرتبطة بالمعدلات الحل أي سؤال يتعلق 

  نرسم مخططاً للمسألة ) أن احتجت الى ذلك (    1 -

 .نحدد المتغيرات والثوابت ونرمز لها بالرموز    2 -

  .نحدد العلاقة الرئيسية في حل السؤال   3 -

 .نحاول ايجاد علاقة اخرى بين المتغيرات لكي نقلل من عدد المتغيرات   4 -   

   ( t ) نشتق الطرفين بالنسبة للمتغير ) الزمن (    5 -      

 .  نعوض معطيات السؤال من المتغيرات بعد الاشتقاق    6 -   

 
 

 بالون كروي مملؤ بالغاز فيه ثقب يتسرب منه الغاز فاذا كان معدل نقصان نصف                  

) قطره                         
7

22
 cm /s )  بحيث يحافظ على شكله الكروي جد 

 cm 10)) معدل النقصان في المساحة السطحية عندما يكون نصف قطره      1-                     

 معدل النقصان في حجمه  .     2-                     

 

 ?   =
𝑑 𝑉

𝑑𝑡     ,  ?  =  
𝑑 𝐴

𝑑𝑡       , ((10 cm r =     ,
−7

22
 c m/s    =

𝑑 𝑟

𝑑𝑡   

        r 
2                                                                                                                        

 A = 4 𝝅 

                                
−7

22
  10 

 
 .   8  

22

7
  =    

𝑑 𝑟

𝑑𝑡    r 
 

   8 𝝅 =   
𝒅 𝑨

𝒅𝒕  

                                 
 

   8 0  cm 
 2 

 /s - =     

                                                                          r 
3
 

 
 𝝅 

4

3
 V =  

                             
−7

22
   (10) 2 

 
 
22

7
  4     =   

𝑑 𝑟

𝑑𝑡    r 
2
 

 
 𝝅   4 =  

𝑑 𝑉

𝑑𝑡   

                                 00   cm 3 /s  4 -   =    
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 يظل شكله مكعباً فاذا كان حجمه يتناقص بمعدل  مكعب من الثلج يذوب بحيث                

                       0,03 cm 3 /s   جد معدل نقصان طول حرفه  ومساحته السطحية عندما . 

 cm 10)) يكون طول حرفه                         
 

?    ,    
𝑑 𝐴

𝑑𝑡   =?   ,   x = 10cm    =  
𝑑 𝑥

𝑑𝑡       cm 3 /s   ,  - 0.03   =
𝑑 𝑉

𝑑𝑡      

V    = x 3                                                                                                                                 

                                                                                                
𝑑 𝑥

𝑑𝑡     3 x
 2   =

𝑑 𝑉

𝑑𝑡   

                                    
𝑑 𝑥

𝑑𝑡   0.03 = 300    -              
𝑑 𝑥

𝑑𝑡   0.03 = 3 (10) 2  - 

                                     0.0001 cm/s  -   =
−1

10000
      =

−0.03

300
    =

𝑑 𝑥

𝑑𝑡      

 
                          A   = 6 x 2 

      Cm2/s  0.012  -   = 12 (10) ( - 0.0001)       =
𝑑 𝑥

𝑑𝑡     12 x
     =

𝑑 𝐴

𝑑𝑡        

  
 

 بحيث شكله يبقى   ة من الجليد قمغطى بطب ( cm 8)  مكعب صلد طول حرفه               

 . ( cm 3 /s 6) يد بالذوبان بمعدل مكعبا . فاذا بدأ الجل                      

 (cm 1)فجد معدل النقصان بسمك الجليد في اللحظة التي يكون هذا السمك                        
                         

                                  1 cm   =𝑥     ,    ?   =
𝑑𝑥

dt
  ,    6 cm 3 /s  -  = 

𝑑𝑉

dt
      

                                    

 حجم المكعب الأصلي – حجم المكعب الكلي= حجم الجليد                                                         

                                                                             8 )
 3

  )-  V = ( 8 + 2 𝑥 )3 

                                                                  
𝑑𝑥

dt
 2    𝑥 ) 2 3 ( 8 + 2    =

𝑑𝑉

dt
 

                                                                           - 6 = 3 [ 8 + 2 (1)] 
2
  . 2 

𝑑𝑥

dt
    

                                                                                           6 = 6 ( 100 )  
𝑑𝑥

dt
- 

                                                 ( - 0.01  ( cm / s  =   
𝑑𝑥

dt
   ⇒        

−6

600
   =

𝑑𝑥

dt
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 مغطاة بطبة من الجليد   .فاذا بدأ الجليد  ( cm 4) كرة حديدية نصف قطرها                 

 سمك الجليد في اللحظة التي سرعة النقصان  جد . ( cm 3 /s 10) بالذوبان بمعدل                       

 (cm 2)يكون هذا السمك                        

                             

   2 cm  = 𝑥       , ?   =
𝑑𝑥

dt
    ,  - 10 cm 3 /s   =

𝑑𝑉

dt
    ,    𝑥 r = 4+ 

                                                                     
3

  (𝑥  ( 4 +
 

 𝝅 
4

3
 V =  

     𝑥      4                                 
𝑑 𝑥

𝑑𝑡     2
  (𝑥  (4+

 
 𝝅  4  =  

𝑑 𝑉

𝑑𝑡   

                                                     
𝑑 𝑥

𝑑𝑡     2) 
2

   (4 +
 

 𝝅  4  =  - 10 

    𝑥 r = 4+                                            
𝑑 𝑥

𝑑𝑡      
 

 𝝅  144 =  - 10 

                                                     cm    
−5

72𝜋
     =

−10

144𝜋
  =  

𝑑 𝑥

𝑑𝑡    

 
 
 خزان مملوء بالماء على شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة طولها                                     

               2 m                                0.4يتسرب منه ماء بمعدل m 3 / h جد معدل تغير انخفاض الماء . 

 ؟t) )عند أي زمن في الخزان                                              
       

                         𝑥 =2   ,  m
 3

 / h        
𝑑𝑉

dt
 =  - 0.4    ,     

𝑑ℎ

dt
 = ?       

                 

                                                            
 2

  h  = 4 h    (2)   
 2

 h   = 𝑥   V  =   

 4 
𝑑ℎ

dt
                                                                        =  

𝑑𝑉

dt
 

                                m  / h                      -  0.1 =   
− 0.4

4
    =

𝑑ℎ

dt
  ⇒    4 

𝑑ℎ

dt
    = - 0.4 
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 يتمدد طولها بمعدل   cm2 96صفيحة مستطيلة الشكل من المعدن مساحتها                                      

            2 cm / s                                   بحيث تبقى مساحتها ثابتة . جد معدل النقصان في عرضها وذلك 

 ؟   cm 8 عرضها عندما يكون                                          

      

                  = 8 cm   y   , = ?    
 𝑑𝑦

dt

 
  ,  = 2 cm 

 𝑑𝑥

dt

 
 ,  A = 96  cm 

2
 

                                                 𝑥   𝑦 A =    

                                                    𝑥   𝑦 96 =    

                                                                      𝑥 
𝑑𝑦
dt

+ y 𝑑𝑥
dt

 

  0   = 

                                               ( 8 ) 𝑥   96 =    

                                  12    =
96

8
  = 𝑥      

                                                            (8)(2)   +
𝑑𝑦

dt
 = 12  0   

                                                                                           16  +
𝑑𝑦

dt
  12 0  = 

                                                      
−4

3
  cm / s  =     

−16

12
  =  

𝑑𝑦

dt
 

 
 بالحرارة .  ضلعه يتمدد امثال طوله .متوازي مستطيلات قاعدته مربعة وارتفاعه ثلاثة                               

 ولـــــيكون فيها طالسطحية في اللحظة التي في حجمه و مساحته   جد معدل التغيير                                     

ته   د.علما بان التغير في طرف قاعcm 8قاعدته                                       
1

4
 cm/s                                          

      

             
   

𝑑𝑥

dt
   =  

1

4
    cm 

 
 /s

    
,  𝑥 = 8    

,
     𝑑𝑉

dt
  
= ?   ,  

𝑑𝐴

dt
 = ? 

                                                 1 ) )  .........    
 
        

 2
 h     𝑥   V  =  ❶ 

                                               2 )     .........  )
        

 
         3𝑥 h   =        

    
 
                                                       

 2
 (3𝑥 ) = 3𝑥 

3
   𝑥   V  = 

9𝑥 
2  

𝑑𝑥

dt
                                                                    =  

𝑑𝑉

dt
 

9( 8 ) 
2  

1

4
  = 9( 64) 

   
1

4
  = 144 cm 

3
 /s                             =  

𝑑𝑉

dt
 

 
 

  

 y 

                𝑥 
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      h  + 2 𝑥 
2                                                           4𝑥   A  =  ❷ 

       ( 3𝑥 )  + 2 𝑥 
2 = 12 𝑥2 + 2 𝑥 

2 = 14 𝑥 
2                   4𝑥   A  =   

     28 𝑥 
   

𝑑𝑥

dt
   = 28 (8) . 

1

4
 
   = 56  cm

2
 /s                           =  

𝑑𝐴

dt
 

  

 
 بحيث يظل حجمها cm / S 0.5اسطوانة  دائرية قائمة يزداد ارتفاعها بمعدل                               

 جد معدل التغير في نصف قطر قاعدتها عندما يكون.  𝝅 cm 3 320    مساويا                                      

       ؟cm 0.5  الارتفاع                                         

                                   

          =  5 cm h     ,
𝑑𝑟

dt
 = ?   ,  

𝑑ℎ

dt
 =  O.5 cm/s  ,  𝝅 cm 

3
   V =320 

           r 2 h                                                                              V =  𝝅  

  r 2 h                                                                                        𝝅 =  𝝅 320 
 r 2 h                                                                                               =     320 

  r
2 
 
𝑑ℎ

dt
  
+ h ( 2r ) 

𝑑𝑟

dt
   
         ………….(1)

                                   
  

                      
 =  0 

                                                           
320

5
  =  r 

2
         r 

2
 (5)    

 
 =  320  

                                                              8  =  r 
 

                    64  =  r 
2

   
 (1)نعوض في                                        

       ( 8 )
2 

( 0.5 ) 
  
+ ( 5 ) ( 2 ) ( 8 ) 

𝑑𝑟

dt
   
                                 

 
 =  0 

                         0.4 cm / s  - =  
−32

80
    =

𝑑𝑟

dt
       80  

𝑑𝑟

dt
 =  - 32

   
       

 
 يراد تفريغ   cm 30خزان على شكل اسطوانة  دائرية قائمة طول قطر قاعدته                                 

 فما معدل ارتفاع النفط في الخزان ؟  cm 3/s 2الخزان من النفط بمعدل                                       
                                      

                                        =  15 cm r     ,
𝑑ℎ

dt
 = ?  ,  

𝑑𝑉

dt
 =  - 2    , 

           r 2 h =  𝝅 (15) 2 h = 225 𝝅 h                              V =  𝝅  

                              - 2 = 225 𝝅  
𝑑ℎ

dt
         

𝑑𝑉

dt
 = 225 𝝅  

𝑑ℎ

dt
      

                                                                cm /s  
−2

225π
   

𝑑ℎ

dt
 = 
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 فاذا زاد ارتفاعها cm 8ونصف قطر قاعدتها   cm 5اسطوانة  دائرية قائمة ارتفاعها                                

 جد معدل تغير حجمها  m/m 0.3وتناقص نصف قطر قاعدتها بمعدل  m/m 0.5بمعدل                                      
                                      

      =  5 cm h   ,    =  8 cm r    ,
𝑑𝑟

dt
 = - 0.3   ,

𝑑ℎ

dt
 = 0.5   ,  

𝑑𝑉

dt
 =?       

 

r 2 h                                                                  V  =  𝝅  

                                  
𝑑𝑉

dt
 =  𝝅 [r 2 

𝑑ℎ

dt
 + h . ( 2 r 

𝑑𝑟

dt
  )]    

                               
𝑑𝑉

dt
 =  𝝅 [ 64 ( 0.5 ) + 2 ( 5 ) ( 8 ) ( - 0.3 ) ]    

                                    
𝑑𝑉

dt
 =  𝝅 [ 32 – 24 ] =  8 𝝅  m

3 
/ m        

 

     

  
 قطر ولوط  24cmخروطي قاعدته أفقية ورأسه للأسفل ارتفاعه يساوي مم  مرشح               

 بينما يتسرب منه السائل cm 3 / s 5يصب فيه سائل بمعدل   cm 16قاعدته                        

 .   cm 3 / s 1 بمعدل                          

 ؟ cm 12جد معدل تغير عمق السائل في اللحظة التي يكون عمق السائل                        
                                      

                            =  5 cm h    , 
𝑑ℎ

dt
 =?   ,  

𝑑𝑉

dt
 = 5 – 1 = 4 cm

2
/s      

  

                                                                                      ((1   ...........V = 
1

3
 𝜋 𝑟2 h    

 من التشابه                                                                            

                                                                 h  = 3 r                  24 r  = 8 h    
ℎ

24
 =  

𝑟

8
   

                                                     2)............. )   h 
1

3
   r  =     

 ينتج   1))  نعوضها                                                        

                                                                               
1

27
  𝜋  h 

3
   =h)

 2
 h 

1

3
    )

1

3
 𝜋  V  =    

                                                                           
𝑑ℎ

dt
  .  

1

9
 . 𝜋 h 

2
    =

𝑑𝑉

dt
   

                   
𝑑ℎ

dt
    .  (144 ) 

1

9
 . 𝜋     =4                    

𝑑ℎ

dt
    .  ( 12 )

2
 

1

9
 . 𝜋      =4  

                             cm  / s    
1

4 𝜋
    =

𝑑ℎ

dt
                          

4

16𝜋
    =

𝑑ℎ

dt
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 يستند طرفه الأسفـل على أرض  أفقية وطرفه العلوي على حائط m 10سلم طوله              

 عندما يكون  2m/sفإذا انزلق الطرف الأسفل مبتعداً عن الحائط بمعدل     .رأسي                  

 عن الحائط  جد ::     m 8على بعد  الطرف الأسفل                  

 سرعة تغير الزاوية بين السلم والأرض       2-   معدل انزلاق ا لطرف العلوي . 1-                  
                                      

                            =  8 cm 𝑥    , 
𝑑𝑥

dt
 = 2 cm/s    

 

                                                           
 
   100 = y 

2
  + 2

 𝑥        ❶  

                                                          2 0 ] ÷    =
𝑑𝑦

dt
 2 y   +

𝑑𝑥

dt
 [ 2 𝑥   

                                                                     1)    ..........  )0      =
𝑑𝑦

dt
   y   +

𝑑𝑥

dt
     𝑥   

                                                                                                   100  = y 
2

  + 2
 𝑥         

 y =    100                                                                   و                    
2

  +64 

      6   =y                 36   =y 
2

                     100 - 64 = 36   =y 
2

    

                                                                   0  =
𝑑𝑦

dt
 8 . ( 2 ) + 6  

                                              m /s    - 
8

3
   =

𝑑𝑦

dt
 →  

−16

6
   =

𝑑𝑦

dt
  →    - 16    =

𝑑𝑦

dt
   6  

                                                                                                            
𝑦

10
   =    sin𝜃❷         

                                                                                              
𝑑𝑦

dt
 

1

10
  = 

𝑑𝜃

dt
  Cos 𝜃        

                                                                
10

8
  ×              (  

−8

3
 )

1

10
 . = 

𝑑𝜃

dt
  

8

10
                                                                                                                                                                                        

                                                                                      red /s    
−1

3
   =

𝑑𝜃

dt
       

  
 العلوي على حائط  رأسي , فإذا   سلم  يستند طرفه الأسفل على أرض أفقية وطرفه            

  فجد معدل انزلاق.     m/s  5 / 1    مبتعداً عن الحائط بمعدل انزلق الطرف الأسفل                  

   𝛑   6 /= م   والأرضما يكون قياس الزاوية بين السلالعلوي عندالطرف                   

  
                                      

                            =  ?  
𝑑𝑦

dt
    , 

𝑑𝑥

dt
 = 1 /5 m/s       

 

                                m
2

  = y 
2

  + 2
 𝒙                
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                                                                                  2 0 ] ÷    =
𝑑𝑦

dt
 2 y   +

𝑑𝑥

dt
 [ 2 𝑥          

                                                                      1)   ............ )0      =
𝑑𝑦

dt
   y   +

𝑑𝑥

dt
     𝑥  

                                    
𝑦

𝑥
    =

𝜋

6
  tan   

                                   𝑦   √3    +𝑥                     
𝑦

𝑥
    =

1

 √3
     

   1)) في  نعوض                  

                                         𝑦 ≠ 0  ÷     0    
𝑑𝑥

dt
 =   𝑦    +  

𝑑𝑥

dt
  𝑦  √3   

       
− √3

5
 m /s    = 

𝑑𝑦

dt
          0    = 

𝑑𝑦

dt
 

1

5
 +    √3             0    = 

𝑑𝑦

dt
 

𝑑𝑥

dt
 +    √3           

  

        

  
 متجها نحو قاعدة برج     m/s 7   يسير رجل على دراجة هوائية و بسرعة  مقدارها               

   m 80  . اوجد معدل اقترابه من قمة البرج عندما يكون على بعد    m 60  ارتفاعه                   

 .من قاعدة البرج                   

  
                                      

                                 =  80 m 𝑥   , =  ?  
𝑑𝑚

dt
    , 

𝑑𝑥

dt
 = 7 cm/s       

 

                                       3600  + 2
 𝒙  =  m

2
            

                                                                 2   ÷     
𝑑𝑥

dt
 2 𝒙 =  

𝑑𝑚

dt
   2 𝑚          

                                               1 )             ............. )
𝑑𝑥

dt
   𝒙   =

𝑑𝑚

dt
     𝑚          

                                                        10 000      =3600  +  6400    =m
 2

   

                                                                   100    =m                      

      1 ) ) نعوض في                                        

                                                                      80  ( – 7 )     =
𝑑𝑚

dt
     100          

         - 5.6 m / s                                         =        
−560

100
    =

𝑑𝑚

dt
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 في طريق  كل منهما A)( تحركت سيارتان من نقطة )Aطريقان متعامدان يلتقيان بنقطة )               

 ومعدل سرعة السيارة الثانية   Km / h 80      وكان معدل سرعة السيارة الاولى                        

                  60 Km / h  (  جد معدل الابتعاد بين السيارتين بعد ربع ساعة من بدأ الحركة من .A) 
     

                                      

            
𝑑𝑚

dt
       ,   =  

1

4
 h 𝑡    ,=  60Km/h  

𝑑𝑦

dt
    , 

𝑑𝑥

dt
 = 80Km/h       

 

                                                                              m
2

  = y 
2

  + 2
 𝒙                

                                                      2     ÷  
𝑑𝑚

dt
   2 m      =

𝑑𝑦

dt
 2 y   +

𝑑𝑥

dt
 [ 2 𝑥          

                                           1)          ........... )
𝑑𝑚

dt
   m    =

𝑑𝑦

dt
   y   +

𝑑𝑥

dt
   𝑥     

 الزمن × المسافة = السرعة                                   

                                          20 Km  (  =
1

4
  80 (     =t   ×

𝑑𝑥

dt
   = 𝑥     

                                          15 Km  (  =
1

4
  60 (     =t   ×

𝑑𝑥

dt
  = 𝑦    

                                                m
2

 =  225  + 400           m
2

  = y 
2

  + 2
 𝒙                         

                                          25   =m                         625   =m
2

     

 (  1) نعوض في                                                       

                                                   
𝑑𝑚

dt
  25 =  15 (60)  + 20 ( 80)                  

                                                  
𝑑𝑚

dt
  25     = 2500 

            
𝑑𝑚

dt
  = 100 Km / h            

2500

25
    =

𝑑𝑚

dt
                

𝑑𝑚

dt
  25    =  2500  

 

  
 مبتعدا عن  1.8mفي نهايته مصباح يتحرك شخص طوله  7.2mعمود طوله                              

 جد معدل تغير طول ظل الرجل ؟  m/ min  30العمود وبسرعة                      
                                    

                                                ?   =    
𝑑𝑦

dt
    , 

𝑑𝑥

dt
 = 30m/m       

 من التشابه                                                                

                                                                              𝑦 + 𝑥 4y =                  
1.8

7.2
  =  

𝑦 

y + 𝑥
       

                                                                                    𝑥 3y  =                  𝑥 4y – y = 
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                                        3                      ÷ 30  =3 
𝑑𝑦

dt
                      

𝑑𝑥

dt
  =3 

𝑑𝑦

dt
  

                                              10  m / min    =
𝑑𝑦

dt
 

  

  
   .   y2 =  𝟒𝒙 نقطة تتحرك على القطع المكافئ      Mلتكن                               

   ( (unit/s 0.2  يساوي(  (0, 7يكون المعدل الزمني لابتعادها عن النقطة بحيث                                        

  𝒙      𝟒 =عندما يكون  للنقطة لتغير ألإحداثي السينيالزمني  المعدل جد                                         
 

  

                 √  ( 𝑥2 −  𝑥1) 2 +   ( 𝑦2 −  𝑦1) 2             S  = MN = 

                                 √  ( 𝑥 −  7) 2 +   ( 𝑦 −  0) 2        S =         

                                   √  ( 𝑥 −  7) 2 +   ( 𝑦 −  0) 2        S =          

                         y
2
 =  𝟒𝒙                 𝑆 =       √   𝑥 2 − 14𝑥 + 49 +   𝑦2         

                                                           𝑆 =       √   𝑥 2 − 14𝑥 + 49 +   4𝑥            

                                                                      𝑆 =       √   𝑥 2 − 10𝑥 + 49          

 

                
𝑑𝑥

dt
  

2𝑥  − 10  

2√  𝑥 2−10𝑥 + 49
  = 0.2                            

2𝑥 
𝑑𝑥

dt
− 10 

𝑑𝑥

dt

2√  𝑥 2−10𝑥 + 49
    =

𝑑𝑠

dt
 

                               
𝑑𝑥

dt
 

− 2  

2√  25 
  =   0.2                   

𝑑𝑥

dt
 

2(4)  − 10  

2√  16−40 +49
  =   0.2      

                                   
𝑑𝑥

dt
 

− 2  

10
  =   0.2 

                                 -1 unit   =  
𝑑𝑥

dt
                              

𝑑𝑥

dt
 −2  =   2 

  

                                                    M (x ,y) 

 
                                                                                                                                                                           

                                                                    S 

                                                        

                                     

                                            N (7 ,0) 
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  M. جد احداثي النقطة    y =  𝒙 2نقطة تتحرك على القطع المكافئ      Mلتكن                               

 , 0عندما  يكون المعدل الزمني لابتعادها عن النقطة                                          
𝟑

𝟐
 ثلثي المعدل الزمني يساوي(  (

    Mلتغير الاحداثي الصادي للنقطة                          
 

  

                   √  ( 𝑥2 −  𝑥1) 2 +   ( 𝑦2 −  𝑦1) 2             S  = MN = 

                                   √  ( 𝑥 −  0) 2 +   ( 𝑦 −  
3
2

)  2        S =         

                             
2
 y =  𝒙               √   𝑥 2 + 𝑦 2 − 3𝑦 +   

9
4

          S =       

         √  𝑦  2 − 2𝑦 +   
9
4

           S =           √   𝑦 + 𝑦 2 − 3𝑦 +   
9
4

          S =    

                               
𝑑𝑦

dt
  

2 (𝑦  − 1)  

2√  𝑦 2−2𝑦 + 
9
4

  =    
2𝑦 

𝑑𝑦

dt
 − 2 

𝑑𝑦

dt

2√  𝑦 2−2𝑦 + 
9
4

    =
𝑑𝑠

dt
 

                         0  
𝑑𝑦

dt
 ≠     ÷           

𝑑𝑦

dt
   . 

𝑦  − 1

√  𝑦 2−2𝑦 + 
9
4

   =
𝑑𝑦

dt
 . 

2

3
 

                                                                 
𝑦  − 1

√  𝑦 2−2𝑦+
9
4

     =
2

3
 

                                                2√     𝑦 2 − 2𝑦 +   
9
4

          3 y - 3   =     

 بتربيع الطرفين                                                 

                                                      (4(𝑦 2 − 2𝑦 +   
9
4

       =9𝑦 2 − 18𝑦 +   9 

                                                        4𝑦 2 − 8𝑦 +   9       =9𝑦 2 − 18𝑦 +   9 

                                                        0     = 4𝑦 2 + 8𝑦  -  9𝑦 2 − 18 𝑦  

                                  5                            ÷0         =5𝑦 2 − 10 𝑦  

                                                                  0         =𝑦 2 − 2 𝑦 

                                                                  0         =𝑦 (𝑦  − 2  ) 

  𝑦                      either=         0يهمل                                                            

                                  2    =  𝑦                    0         =𝑦 − 2                     or 

      y     =2   𝒙بالتعويض                                                                                  

                               ± √2    =    𝑥                      2     =2   𝑥     

                                               (√2  , 2)   , ( − √2  , 2)      
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 والتي عندها يكون . x2+  y 2+ 4x - 8y =108   للدائرةجد النقطة التي تنتمي                           

  tبالنسبة للزمن    yيساوي المعدل الزمني لتغير  xالمعدل الزمني  لتغير                                          
 

                   

                                  1 )    ..................)   x2+  𝒚2 + 4 x – 8 y =108  

                              2   ÷      2𝑥 
𝑑𝑥

dt
+ 2𝑦

𝑑𝑦

dt
 + 4 

𝑑𝑥

dt
 -  8 

𝑑𝑦

dt
 = 0 

                   
𝑑𝑥

dt
    =  

𝑑𝑦

dt
 𝑥               وعند    

𝑑𝑥

dt
+  𝑦

𝑑𝑦

dt
 +2 

𝑑𝑥

dt
  - 4 

𝑑𝑦

dt
 = 0 

      
𝑑𝑥

dt
 ≠ 0               ÷               𝑥 

𝑑𝑥

dt
+  𝑦

𝑑𝑥

dt
 + 2 

𝑑𝑥

dt
  - 4 

𝑑𝑥

dt
 = 0 

                                                              𝑥 +  𝑦 + 2  - 4 = 0 

                                         2)  .......................  )   𝑦 =  2  -  𝑥   

− x2 +  (𝟐                 (1)نعوض في           𝑥) 2+ 4 x  - 8 ( 2 -  𝑥) =108 

                           x2+  𝟒 − 𝟒𝑥 +   𝑥 2+ 4x - 16  + 8 𝑥 – 108 = 0 

                                      2                            ÷x2+ 8 x  – 120 = 0 2 

                                                                         x2+ 4 x  – 60 = 0  

                                                                   𝑥 + 10)  ( 𝑥 - 6 ) = 0 ) 

                                        10   -     =𝑥                        10 = 0  +  𝑥      either   

 ((2  في بالتعويض                

 𝑦 =  12                          𝑦 =  2 -  (−𝟏𝟎)                     𝑦 =  2 -  𝑥                                                                   

                                                        (  ( -10 , 12 

                                           6    =𝑥                          = 0  6 -  𝑥      or   

 ((2بالتعويض  في                 

 𝑦 =  - 4                                 𝑦 =  2  - 6                     𝑦 =  2 -  𝑥                                                                   

                                                        (  ( 6 , - 4 

  12 , 10- )  ,    )     4 - , 6 )  )النقط                                      
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  :: دالة   𝑓إذا  كانت          

 .      [a , b]   في الفترةمستمرة  الدالة [1]                     

    ( a , b)  في الفترةالدالة قابلة للاشتقاق   [2]                     

  [3]                      𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏)      

 𝑓 ' (c)   = 0وتحقق    (  a , b ) تنتمي الى    cفأنه يوجد على الأقل قيمة            

 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الممكنة    c   بين هل أن مبرهنة رول  تتحقق للدالة التالية  . وجد قيمة               

                                                  , 𝒙 ∈ [ 𝟎 , 𝟒]          𝒇 (𝒙) =   (𝟐 − 𝒙)𝟐      ❶                    

  
 .لأنها كثيرة الحدود   [4, 0 ]الدالة مستمرة على       [1]                     

 .  لأنها كثيرة الحدود (4, 0 )الدالة قابلة للاشتقاق على  [2]                     

   [3]                                                                      𝑓 (0) =   (2 − 0)2 = (2)2   = 4     

                                                                   𝑓 (4)  =   (2 − 4)2 = (−2)2  =  4 

                                                       𝑓 (0) = 𝑓 (4)      

   تحقق مبرهنة رول     ∴                         

                            = −2 (2 − 𝑥)                                (-1)    𝑓 ′(𝑥) = 2 (2 − 𝑥)  

                                                                            𝑓 ′(𝑐) = −2(2 − 𝑐)  

𝑓                                                   نجعل                                           ′(𝑐) = 0 
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                                                                                  -2   ÷]  0 = − 2( 2 –  𝑐) [    

                                                ( 0 , 4 ) ∈         c =  2                         0 =  2 –  𝑐  

                                                                                      

                                                  [  -1 , 1 ]             3 x 2
 – x

 3    +  x f (x) =9   ❷  

                   

  

 .لأنها كثيرة الحدود   [1,1-  ]الدالة مستمرة على      [1]                     

 .  لأنها كثيرة الحدود (1,1- ) الدالة قابلة للاشتقاق على [2]                     

   [3]                                 3 (-1)
 2
 – (-1) 

3                           +   (-1) f (-1) = 9                                             

                  3   + 1= - 5                                         +f (-1) = - 9    

    3 (1)
 2
 – (1) 

3                                                        +   (1) f (1) = 9                                             

                  3   - 1 = 11                                        +f (-1) =  9    

                                                                            f (1)  f (-1) ≠                                               

                [ 1 , 1-  ] للفترة من  تحقق مبرهنة روللا      ∴      

                                                 

                           , 𝒙 ∈ [ −𝟏, 𝟐 ]    𝒙𝟐 +  𝟏 

                                                                                                      𝒇 (𝒙) =    ❸ 

                                         , 𝒙 ∈ [ −𝟒 , − 𝟏)       −𝟏 

               2                        -1                         -4          

                      ]                       [                          ([ 
 [ 2 , 4 - ]مجال الدالة        

 x=  1-نبحث استمرارية الدالة عند    

( 1- ) معرفة     
 2
  + 1 = 2 ∈  R                                f  ( -1 ) =                              

 الغاية من اليمين                                                               

       Lim   ( 𝑥2 + 1) = (-1) 
2 
+1 = 2   = L1                                 f  ( x )   =  Lim       

                                                                                                           1 - → 𝒙                      1 - → 𝒙 

   الغاية من اليسار                                                                    

 Lim   (-1) 
  
  = -1    = L2                                                            f  ( x )   =  Lim       

                                                                                                           1 - → 𝒙                      1 - → 𝒙         

                                                                                                  L 2 L1 ≠ 

             [ 2 , 4 - ]  لا تحقق مبرهنة رول  ∴   [ 2 , 4 - ]في  مستمرة ليست الدالة                                    
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1

2
 , 2 ] [                        

2

𝑥
  + 2 x  𝒇 (𝒙) =    ❹   

                

  ’    f   =R – {0}مجال الدالة      
1

2
 , 2 ] [     ∉   0   =x    

  
 

 

 ]الدالة مستمرة على   [1]  ∴                      
1

2
, 2]            

                                             
2 

 𝑥2  - 2     =
𝑥(0)−2 ( 1 )

 𝑥2  + 2   𝑓 ′ (𝑥) =   

 )   الدالة قابلة للاشتقاق على  ∴ [2]                      
1

2
, 2)     

  [3]                                                            𝑓 ( 
1

2
 ) =  ( 2)( 

1

2
) +  

2
1

2

= 1 + 4 = 5      

                                                𝑓 ( 2 ) =  ( 2)( 2) +  
2

2
= 4 + 1 = 5         

                                                             𝑓 ( 
1

2
 ) = 𝑓 (2)          

       تحقق مبرهنة رول   ∴                      

                                                                                     2 −  
2

 𝑐2           𝑓′(c ) =          

𝑓′( c )    نجعل                                = 0                            

              2 c
 2
 = 2 2 c

 2
 = 2                             

2

 𝑐2    =2                 0     = 
2

 𝑐2  -  2 

                                                                               c  =  ± 1               1   =  c2                            

                                             (  
1

2
, 2 )        c  = −1                  ∈ (  

1

2
 , 2 )    c  = 1  

 1                                         

                                                                             [ 𝑎 , 𝑏]                𝑓 (𝑥) = 𝐾    ❺ 

                  

 

, 𝑎 ]الدالة مستمرة على       [1]                        𝑏 ]   ها دالة ثابتة  لأن                    

, 𝑎 )   الدالة قابلة للاشتقاق على  [2]                           𝑏)  ها دالة ثابتة  لأن                            

   [3]                                                                               K = 𝑓 (𝑎) =  𝑓 (𝑏)     

 (      a , b) يمكن أن تكون أي قيمة ضمن الفترة     cوان قيمة  تحقق مبرهنة رول ∴               
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                                                          [ 0 , 2 𝜋]             𝒇 (𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙 ❻ 

 

 

  

, 0 ]الدالة مستمرة على   [1]                     2 𝜋 ]   

, 0 )   الدالة قابلة للاشتقاق على  [2]                     2 𝜋 )             

  [3]                                                     𝑓 ( 0 ) = cos 0 + 2 𝑐𝑜𝑠0  = 1 + 2 = 3      

                                                   𝑓 (2 𝜋  ) = cos 4𝜋 + 2  𝑐𝑜𝑠 2 𝜋 = 1 + 2 = 3           

                                                                         𝑓 (0 ) = 𝑓 (2 𝜋)    ∵ 

                     تحقق مبرهنة رول ∴                     

                                                                      𝑓 ′(𝑥) = − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 (2) −   2(− sin 𝑥)  

𝑓 ′(𝑥) = − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 2 sin 𝑥                                                        

                                                                                𝑓 ′(𝑐) = −2 𝑠𝑖𝑛2𝑐 − 2 sin 𝑐 

                                                 2 -   ÷              0 =   − 2 𝑠𝑖𝑛2𝑐 − 2 sin 𝑐  

                                                                        0  =        𝑠𝑖𝑛2𝑐 +  sin 𝑐  

                                                                        0  =    2 sin c  cos  c +  sin c  
                                                                        0  =    sin c ( 2 cos c +1 )    

                                         2 𝜋               𝜋          0  = 𝑐     0         =sin 𝑐    ::either   

                                         ∉               ∈             ∉      

                              2 cos c +1 = 0                cos  c =     -1 / 2      OR 

 

                                         (2 𝜋   ,0      )∈       
2𝜋

3
    =

𝜋

3
  -    𝜋 c  =             

                                          (2 𝜋   ,0      )∈       
4𝜋

3
    =

𝜋

3
      +𝜋 c  =      
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                                  [ a , b ]دالة مستمرة على الفترة المغلقة  𝑓اذا كانت                       [1]          
                               (a , b)  في الفترة المفتوحة قابلة للاشتقاق        [2]                             

   (a , b)تنتمي الى     cفأنه يوجد على الأقل قيمة واحدة                        

وتحقق                                                                             
𝑓(𝑏) − 𝑓 (𝑎)

𝑏− 𝑎
    =𝑓 ′ (𝑐)   

 

𝑓′(𝑐)(𝑏        او                                                          − 𝑎)   =𝑓 (𝑏) −  𝑓 (𝑎) 

 يساوي          A ,Bميل الوتر المار بالنقطتين  
𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)

𝑏− 𝑎
   =

 𝛥𝑦

 𝛥𝑥
 

   c     =𝑓 ′ (𝑐)= المشتقة الاولى عند    c ميل المماس للمنحني عند          

      المماس والوتر متوازيان فيكون ميلهما متساويان  ∵     
𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)

𝑏− 𝑎
   =𝑓 ′ (𝑐)   

                     

 أن مبرهنة رول هي حالة خاصة من مبرهنة القيمة المتوسطة ففي مبرهنة رول                      

𝒇 (𝒂)    يجب توافر شرط ثالث  هو                                            =  𝒇 (𝒃)      . 

 . أي ان الوتر والمماس يوازيان محور السينات                                

  0= لذا يصبح الميل      0= اي فرق الصادات                                 

         =   0                 فنحصل على                                
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  c بين  ان الدوال الآتية تحقق شروط مبرهنة القيمة المتوسطة واوجد قيم               

                                             [ −1 , 7 ]            𝒇 (𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟒      ❶                    

  
 

                                                       لأنها كثيرة الحدود    [ 7 , 1- ]الدالة مستمرة على الفترة     [1]        
                                                       لأنها كثيرة الحدود   7 , 1- ) )   قابلة للاشتقاق علىالدالة      [2]          

𝑓′ (𝑥)              ::                                            ميل المماس          = 2𝑥  − 6     

                    𝑓′ (𝑐) = 2𝑐  − 6 
    

             الوترميل         
𝑓 (7) − 𝑓 (−1)

7 + 1
   =

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)

𝑏− 𝑎
 

                                    7 ) 
2
 – 6 ( 7 ) + 4 = 49 – 42 + 4 = 11 )  =   𝑓 (7) 

                                        -1 ) 
2
 – 6 ( -1 ) + 4 = 1 + 6 + 4 = 11 ) = 𝑓 (−1) 

                                                     0 =    
11−11

8
 

 ميل الوتر     = ميل المماس      

                    (-1 ,7)   ∈   c = 3                         2c – 6  = 0                 2c  = 6    

                   
                                

                       [−4 , 0 ]                                 𝒇 (𝒙) =  √𝟐𝟓 − 𝒙𝟐      ❷   

 

 

   𝑓    =    ]  [ -5 , 5   مجال        

                                       𝑥 ≥ ±5     25 ≥ 𝑥2               25 − 𝑥2 ≥ 0 

                                          25 − 𝑥2 ≥ 0  →  25 ≥ 𝑥2  𝑥 ≥ +5    
 
 

                                                                           

 0 , 4 - ]  [  نبحث الاستمرارية  في      [1]

   [a]  0 , 4 - )  (   نثبت الاستمرارية في الفترة  المفتوحة       

                                         ∀𝒂 ∈ ( - 4 , 0 )                                  

∋معرفة                                          𝑅         𝑓 (𝑎) =  √25 − 𝑎2                                                 
                                                                                     f  ( a )  f  ( x )   =  Lim       

                                                                                                                                             a → 𝒙 

  0 , 4 -)  ( مستمرة في  ∴    

 [b]      4 -عند   =x 
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 Lim   (√25 − 𝑥2) 
  
  =  √25 − 16   = √9  = 3 =  𝑓 (−4)                        f  ( x )   =  Lim       

                                                                                                                              4 - → 𝒙                      4 - → 𝒙         

      [c]      0عند   =x 

 Lim   (√25 − 𝑥2) 
  
  =  √25 − 0   = √25  = 5 =  𝑓 (0)                        f  ( x )   =  Lim       

                                                                                                                              0 → 𝒙                     0 → 𝒙                                                                                

                 [ 0 , 4 - ]في  مستمرة   الدالة              ∴                      

                                      𝑓′ (𝑥) =   
 𝑥

 √25 − 𝑥2
 ⟹  𝑓′ (𝑥) =   

−2𝑥

2√25− 𝑥2
 

 مجال المشتقة    

      ±5  >𝑥           25 > 𝑥2       0   <25 − 𝑥2     0   <√25 − 𝑥2 
 ( 5 , 5 - )مجال المشتقة      

 ضمن مجال المشتقة . لأنها ( 0 , 4 - )في  قابلة للاشتقاق مستمرة  𝑓 الدالة   ∴   

 
 

       

                                               ميل المماس        
−𝑐

√25− 𝑐2
     =𝑓 (𝑐)      

 ميل الوتـــر    
1

2
  = 

2

4
  =

5−3

4
  = 

√25−0  − √25−16

4
    =

𝑓 (0)− 𝑓 (−4)

0+4
   =

𝑓 (𝑏)− 𝑓 (𝑎)

𝑏−𝑎
 

   المماسميل =    ميل الوتـــر        

                                        2c  = √25 − 𝑐2 
 -                      

1

2
   =

−𝑐

√25−𝑐2
      

 بتربيع الطرفين                                              
                      5   =c 

2
                    5 c

2  
 =  25                       4 c 

2
  = 25 – c

 2
   

                   ∈ (−4, 0)                  − √5 c =                            ±√5 c =                                            

                 (−4, 0)                          √5 c =     

 
                           

                              ]  [- 2 , 7                √(𝒙 + 𝟏)𝟐𝟑
    = 𝒇 (𝒙)                ❸               

                                                                  (𝑥 + 1 )
2

3  = 

         

 R  =  f  مجال الدالة      

 [ 7 ,2- ]الدالة مستمرة في   ∴      [1]      

 قابلة للاشتقاق            [2]  

                               
2

3  √𝑥−1
3       =

2

3 ( 𝑥+1)
1
3

     = (𝑥 + 1 )
−1

3   
2

3
  = 𝑓 ′(𝑥)   

∋        }  /  R {1-    مجال المشتقة =      (−2 , 7)     𝑥 = −1               0   =𝑥 + 1 
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 الدالة غير قابلة للاشتقاق      ∴        

, 2−] لا تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة في    ∴         7]  

 

                         
 

x) = x  إذا كانت                                                 
 3
 - 4 x 

2
)   f                ,𝒇 ∶ [𝟎, 𝒃]    → R  

 = cوكانت    تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عند                                   
𝟑

 ؟   bفجد قيمة    

 

 

                                                                        (x)= x
 3
 - 4 x 

2    f     

𝑓 ′(𝑐)    ميل المماس        = 3𝑐2 − 8𝑐     ⟹   𝑓 ′(𝑥) = 3𝑥2 − 8𝑥        

عند          
2

3
   c =            

                                     - 4 
− 12

3
=  =

4

3
−  

16

3
    =𝑓 ′ (

2

3
) = 3 ( 

4 

9
)

 
− 8( 

2

3
 )      

 ميل الوتر        

     𝑏2 − 4𝑏     =
𝑏(𝑏2−4𝑏 ) 

𝑏
   =

𝑏3−4𝑏2−0 

𝑏
    =

𝑓 (𝑏)− 𝑓 (0)

𝑏−0
   =

𝑓 (𝑏)− 𝑓 (𝑎)

𝑏−𝑎
 

 

                                                                      𝑏2 − 4𝑏  = − 4   

 ميل الوتر                                          = ميل المماس           

                                                                                 0    = 𝑏2 − 4𝑏 + 4  

            
 2

 = 0                                                                    
  

( b – 2 )    

                                                                    = 0              
 
  b – 2       

                                                                         b = 2 
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 .  ( a , b ) وقابلة للاشتقاق في  [ a , b ]على  ومعرفة  دالة مستمرة   fذا كانت  ا                     

 b - a = h            ولو اعتبرنا أن       

 ≠ R  h ∈         0  hحيث                           b = a + hفأن        

     مبرهنة القيمة المتوسطة                فإنه بموجب  

        𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇′(𝒄)  𝒇 (𝒂 + 𝒉) =              
𝒇 (𝒂+𝒉)− 𝒇 (𝒂)

𝒉
 =            f ' ( c ) 

 صغيرة ويصبح الوتر صغير جدا فيكون    hقربا كافيا تكون   a    من  bوعند ما  يكون  اقتراب     

                                                                     𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇′(𝒂)  𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅   

   التغير  التقريبي للدالة        𝒉 𝒇′(𝒂)  ويقال  للمقدار      

 

                      
 

   𝟐𝟔√     اً مناسبا للعددتقريبباستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة                                                  

          

            

           a = 25        b = 26           h = b - a        h = 26 -25 =1   

                √𝑥  
 

 =  (x)     f             √26  

                                             𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ) ≅   

                                     𝑓 (25) + (1) 𝑓′(25)  𝑓    (26)    ≅   

                                                     √25  
 

  = 5 =  ( 25)     f   

               0.1    =
1

10
     =

1

2 √25
     =𝑓′(25)            

1

2 √𝑥
     =𝑓′(𝑥) 

                        5.1 =  5 + 0.1   ≅   5 + (1)  (0.1)  𝑓    (26)    ≅   

 

   

  
 
 

 
 



            السادس العلمي –اضيات الري    

ال 
حة

صف
  

42
 

                      

 

xكان     اذا                                         
3 
+3 x

 2 
+ 4 x + 5    =(x)  f      (1.001)فجد بصورة تقريبية   f    

          

            

        a = 1  ,  b = 1.001        h = b - a        h = 1.001 -1 = 0.001   

                                                𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ) ≅   

                                     𝑓 (1) + (0.001) 𝑓′(1)  𝑓  (1.001)    ≅   

          13  =    1+ 3 
 
+ 4  + 5  =     (1)

3  
+ 3 (1)

 2 
+ 4 (1) + 5  =  (1)    f    

                 x
2 
+ 6 x

   
+ 4                                        3      =𝑓′(𝑥)                                    

           (1)
2 
+ 6 (1)

   
+ 4  =   3 + 6 + 4 = 13               3      =𝑓′(𝑥) 

                          13.013 ≅ 13 + 0.0013   𝑓    (1.001)    ≅ 13 + (0.001) (13) ≅  

 
                          

                      

 

 مقرباباستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة جد وبصورة تقريبة          

 لثلاث مراتب عشرية                               
 

                                    3 +   0. 98) 
4

    )+       √(𝟎. 𝟗𝟖)𝟑𝟓
    ❶ 

            

                a = 1        b = 0.98           h = b - a        h = 0.98 - 1 = -  0.02   

                                     3 +   x 
4
   +        𝑥

3

5   =3 +   x 
4
   +       √𝑥35

 =   𝑓  (𝑥) 

                                                           𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ) ≅   

                                                𝑓 (1) + ( − 0.02) 𝑓′(1)  𝑓 (0.98)   ≅    

                            = 1+1+3= 5 3    +(1) 
4
   +        (1)

3

5  =    𝑓  (𝑥) 

                          (1) 
3
  4 +    (1)

−2

5 
3

5
 =    (𝑥) 

3
  4 +    (𝑥)

−2

5 
3

5
 =  𝑓′ (𝑥) 

                    4.6  =   
23

5
  =  4 +    

3

5
 =   

          ≅    5 – 0 . 092    ≅    4. 908       𝑓 (0.98)   ≅   5 + ( - 0.02) ( 4. 6)   
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                                                                    √𝟏𝟕
𝟒

      +       √𝟏𝟕 
 

    ❷ 

 
              a = 16        b = 17           h = b - a        h = 17 -16 = 1     

                                                         𝑥
1

4  +  𝑥
1

2=√𝑥  
4

  +𝑓 (𝑥)    = √𝑥  
 

      

                                                                         𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ) ≅    

                                                             𝑓 (16) + (1) 𝑓′(16)  𝑓 (17) ≅                                                                 

                                                                4 + 2 = 6    =√16  
4

  +𝑓 ( 16) = √16  
 

                                 

                                                 
1

4𝑥
3
4

  
1

2𝑥
1
2

 +  =     
1

4
𝑥− 

3

4   +𝑓 ′ ( 𝑥)  =  
1

2
𝑥− 

1

2       

                                                                             
1

4(24)
3
4

  +𝑓 ′ (16) =
1

2(42)

1
2

 

                                                    0.156     =
5

32
    =

4+1

32
   =

1

32
  +

1

8
 = 

                                           ≅    6. 156       𝑓 (17)   ≅   6 +(1) ( 0.156)    
 

                         
                      

                                                                               √𝟕. 𝟖
𝟑

    ❸ 

                  

     a = 8        b = 7. 8         h = b - a        h = 7. 8 - 8 = - 0.2     

                                                          𝑥
1

3       =√𝑥
3

   𝑓 (𝑥)    =       

                                                           𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ) ≅    

                                                  𝑓 (8) + (− 0. 2) 𝑓′(8)  𝑓 (7.8)     ≅                                                                 

                                                                  2    =√8
3

   𝑓 ( 8)       =      

                                                                 𝑓 ′ ( 𝑥)  =  
1

3
𝑥− 

2

3     

     
1

12
    = 

1

3
  . 

1

 22       = 
1

3
(23)− 

2

3    = 
1

3
(8)− 

2

3    =𝑓 ′ ( 8)  =  
1

3
𝑥− 

2

3     

                                                             0.083 = 
      1.9834   ≅    0.0166 -≅   2       𝑓 (7.8)     ≅ 2 + ( - 0. 2) ( 0.083)     
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                                                                                       √𝟎. 𝟏𝟐
𝟑

    ❹ 

                  

  
    a = 0.125      b = 0.120       h = b - a        h = 0.120  -  0.125 = - 0.005     

                                                         𝑥
1

3       =√𝑥
3

   𝑓 (𝑥)    =       

                                                          𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ) ≅    

                               𝑓 (0. 125) + (− 0. 005) 𝑓′(0. 125)  𝑓 (0.12)     ≅                                                                 

                                                       0. 5    =√0. 125
3

   𝑓 ( 8)       =      

                                                                 𝑓 ′ ( 𝑥)  =  
1

3
𝑥− 

2

3     

                                                      
1

3
 [(0. 5)3)− 

2

3 = (  f ' (0.125 

  1.333  = 
4

 3
  = 

100

 0.75  =   
1

3
  . 

1

 0.25     = 
1

3
  . 

1

 (0.5)2    = 

                                          𝑓 (0.12)     ≅ 0. 5 + ( - 0. 005) ( 1.333)     

               0.493335  ≅    0.006665 -≅ 0. 5   
 

                         
                   

                                                                                                   
𝟏

 √𝟗
𝟑    ❺ 

                  

                a = 8        b = 9           h = b - a        h = 9 - 8 =  1     

                                          𝑥
−1

3    =  
1

  𝑥
1
3

   = 
1

 √𝑥
3   𝑓 (𝑥)    =       

                                                           𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ) ≅    

                                                    𝑓 (8) + (1) 𝑓′(8)  𝑓 (9)         ≅                                                                 

                       0.5    =
1

 2
 =  (2 )− 1= (23)− 

1

3  =𝑓 ( 8) = (8)− 
1

3  

                                                                           𝑓 ′ ( 𝑥) =  
−1

3
𝑥− 

4

3     

            0.02 - = 
−1

48
 =   

−1

3
  . 

1

 16
    = 

−1

3
  . 

1

 24   =(23)− 
4

3  
−1

 3
 =𝑓 ( 8) 

′ 

                 0.48  ≅   0.02 - 0.050 ≅     𝑓 (9)     ≅ 0.5 + ( 1) ( 0.02)     
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𝟏

  𝟏𝟎𝟏
    ❻ 

                  
 

                a = 100        b = 101           h = b - a        h = 101 -100 =  1     

                                                        𝑥−1    =
1

 𝑥
 𝑓 (𝑥) =     

                                                           𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ) ≅    

                                                    𝑓 (100) + (1) 𝑓′(100)  𝑓 (101) ≅                                                                 

                                                              0.01    =
1

 100
   =𝑓 ( 100)   

                                                                      
−1

 𝑥2   =   𝑓 ′ ( 𝑥) =  𝑥− 2     

                                       0.0001   = 
1

10000
      =

1

 (100)4   𝑓 ( 100) 
′  = 

      0.0099  ≅  0.0001 - 0.01 ≅     𝑓 (101) ≅ 0.01 + ( 1) ( 0.0001)   

   
                                

 
                      

𝟑𝟏𝒙√ اذا كانت              + 𝟏
𝟓

 𝒇 (𝒙)  نتيجة مبرهنة القيمة جد باستخدام     =

.𝒇 (𝟏  المتوسطة  القيمة التقريبية الى                                          𝟎𝟏)         

                         
  a = 1      b = 1.01       h = b - a        h = 1.01 - 1 = 0.01                 

                                                                

                                                  (31𝑥 + 1)
1

5       =√31𝑥 + 1
5

 𝑓 (𝑥) =     

                                                   𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ)   ≅   

                                               𝑓 (1) + (0.01) 𝑓′(1)  𝑓 (1.01)     ≅                                                                 

                                 √32
5

  = 2     =√31(1) + 1
5

   𝑓 ( 1)          =      

      
31

5
(31𝑥 + 1)− 

4

5    𝑓 ′ ( 𝑥)      =  
1

5
(31𝑥 + 1)− 

4

5 (31) =      

                        
31

5
(32 )− 

4

5  =   
31

5
(31(1) + 1)− 

4

5 =         (  f ' (1 

  0.38   =  
31

 80
  =  

31

5
  

1

  16
 =   

31

5
  

1

 24    = 
31

5
 (25 )

−4

5   = 

                                                𝑓 (1.01)     ≅ 2 + (  0.01) ( 0.38)     

                                  2.0038  ≅    0.0038 +≅ 2       
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 جد حجمه بصورة تقريبية باستخدام  cm 9.98) ) مكعب طول حرفه             

     .نتيجة    مبرهنة القيمة المتوسطة                                            

                                  
  a = 10      b = 9.98       h = b - a        h =9.98 – 10  = - 0.02                                                   

                                                                                            
3

 V = 𝑥 
                              

                              𝑉 (𝑎) + ℎ 𝑉′(𝑎)  𝑉 (𝑎 + ℎ)   ≅   

                                    𝑉 (10) + (−0.02) 𝑉′(10)  𝑉 ( 9.98)    ≅   

                                                       (10)3 = 1000             𝑉 (10)          =             
                                                                              3 𝑥   2  𝑉 ′(𝑥)           =            

                  300                                                = 3 (10)   2 𝑉 ′(10)        = 

                                                       1000 + ( - 0.02 ) (300) 𝑉 ( 9.98)     ≅ 

                                994 cm 
 3

  1000 – 6     ≅  ≅ 
 

                                  
       

                      

 جد نصف قطرها بصورة تقريبية باستخدام   π 𝑐𝑚 84  3كرة حجمها             

     .القيمة المتوسطة                                         

                                  
                a = 64      b = 63       h = b - a        h = 63 - 64  = - 1 

                                                                            
4

3
 π r3    V =           

                                  
3

4
   ×                           ]  

4

3
 π r3  =   π 84  [ 

                                               √63
3

  =r                      r3    =63        

                                                                    𝑥   
1

3     = √𝑥
3

  𝑓 (𝑥)          = 

                                                      𝑓 (𝑎) + ℎ 𝑓′(𝑎)  𝑓 (𝑎 + ℎ)   ≅   

                                             𝑓 (64) + (−1) 𝑓′( 64)  𝑓 (63)        ≅ 

                                                                        4  = √64
3

  𝑓 (64)         =     

                                                                              𝑥− 
2

3 
1

3
    𝑓′ (𝑥)           =         

                 = 0.02  
1

48
 = 

1

16
  . 

1

3
  =

1

42   
1

3
     =(43)− 

2

3 
1

3
     𝑓′ (64)       = 

                   3.98  cm  4.00 - 0.02 ≈   ≈  4 + ( -1 ) (0.02) 𝑓 (𝑎 + ℎ)  ≅   
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 مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي قطر قاعدته . فإذا كان ارتفاعه يساوي   

 2.98cm فجد حجمه بصورة تقريبية باستخدام القيمة المتوسطة  أو نتيجتها.      

                                  
             a = 3      b = 2.98       h = b - a        h = 2.98 - 3= - 0.02 

                                              r = ½ h                 2r    h =  

                                                                                               
π

3
 r2h    V =    

                                                                      
π

12
 h3     =

π

3
 ( 

1

2
 h)2h    V = 

      
                              

                                  𝑉 (𝑎) + ℎ 𝑉′(𝑎)  𝑉 (𝑎 + ℎ)   ≅   

                                                  𝑉 (3) + (− 0.02) 𝑉′(3)  𝑉 ( 2.98)    ≅   

                                           
9π

4
   =

π

12
 (27)     =

1

12
π 27     =

1

12
 π(3)3          V (3) =  

  
                                 9π

4
  

=
    1

4
 π(3)2          V ' (3) =

        1

4
 π h2             V ' (h)   =              

                                                            
9π

4
+ (− 0.02)   

9π

4
      𝑉 ( 2.98)   ≅    

                                                 
8.82π

4
  ≅   

9π

4
−    

0 .18π

4
   𝑉 ( 2.98)    ≅ 

                                                                   2.205 π      𝑉 ( 2.98)    ≅ 
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 مقدار التغير التقريبي                                         
 

               

                      

𝒇 (𝒙) لتكن       = √𝒙𝟐𝟑
   التقريبي للدالة فما مقدار التغير   8.06الى    8من   𝒙فإذا تغيرت   

                  

           a = 8    ,   b = 8.06   ,    h = b - a   ,     h =   8.06 -8 =  0.06 

                             𝑓 [8 , 8.06] → 𝑅          𝑥  
2

3    =   𝑓 (𝑥) = √𝑥23
 

                                                                            ℎ 𝑓′(𝑎)        ≅ مقدار التغير التقريبي 

                                                                    (8.06) 𝑓′(8)        ≅ 

                                                                              
2

3
 𝑥 − 

1

3 𝑓 ′(𝑥) = 

                 0.333  =
1

3
   =

2

3(2)
  = 

2

3
 ( 2 ) −1   = 

2

3
 ( 23) − 

1

3 =  𝑓 ′(8)  

                                            0.01998 ≅ (0.06) ( 0.333)   ≅  h  𝑓 ' ( a )    

 

                      

 .  cm 0.15 فإذا كان سمك الطلاء   cm 10يراد طلاء مكعب طول ضلعه     

   أوجد حجم الطلاء بصورة تقريبية وباستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة             

           

            a = 10  ,   b = 10.3 ,    h = b - a   ,     h = 10.3 -10 =  0.3 

 

                                                                                 
3
 V = 𝑥   

      
                                                                           ℎ 𝑉′(𝑎)         ≅ حجم الطلاء 

                                                                       (0.3) 𝑉′(10)        ≅ 

                                                                               3 𝑥 2 𝑉 ′(𝑥) = 

                                                              300   = 3 (10) 2  𝑉 ′(10) =    

                                      90 c m 
3

 حجم الطلاء  ≅   (300 ) (0.03) ≅ 
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  نتيجة                             
 من النتائج المهمة لمبرهنة القيمة المتوسطة هي النتيجة التالية                           

 ) a ,b (وقابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة  ] a ,b [مستمرة في الفترة المغلقة   f  لتكن            

  فاذا كانت            

𝑓                    متزايدة             (𝑥 ) 
′  > 0    ∀ 𝑥 ∈ ( 𝑎 , 𝑏 )              𝑓   

𝑓               متناقصة            (𝑥 ) 
′  < 0    ∀ 𝑥 ∈ ( 𝑎 , 𝑏 )              𝑓 

 
 
 
 

  جد مناطق التزايد والتناقص لكل من الدوال التالية  :    

             

                                    
2

 x    =𝑓 (𝑥 ) 
    =y    ❶ 

                                                               2x   =𝑓 (𝑥 ) 
′

   y ' =  

𝑓نجعل                (𝑥 ) 
′  = 0 

                                                      0 =  x               0 =  2x  

 
 
 

𝑥              مناطق تزايد        ∶  𝑥 > 0  

𝑥           مناطق التناقص        ∶  𝑥 < 0 

   
         

                              
3  x-  

2
 9 x +3 x    =𝑓 (𝑥 ) 

        ❷ 

 

                                                    2 3 x-   9+ 6 x   =𝑓 (𝑥 ) 
′

    

                             3        ÷    0  =  2 3 x-   9 + 6 x    

                                              0    =     
2  x- 3+ 2 x   

                                           0     =- 2 x - 3  2   x  

                                              0  (  =1 +  x   ()3 -   x  ) 

                         3    =x               0     ( =3 -   x                   )either 

                      1 -    =x               0    =1 )    +x                   )or 
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             ( 3 , 1-) الفترة                 تزايدالمناطق       

𝑥}                مناطق التناقص        ∶  𝑥 > 3}    ,  {𝑥 ∶  𝑥 < −1} 

 
                 

         

                                          
 √𝒙𝟐𝟑

   =𝑓 (𝑥 ) 
        ❸ 

 

                                                          𝑥
2

3   =   √𝑥23
    =𝑓 (𝑥 ) 

 
        

                                                       
1

 3 √𝑥
3     =𝑥

−1

3  
2

3
  =𝑓 (𝑥 ) 

′
    

        ∵  ( ) 
𝑥غير معرفة عندما          ′ = 0 

 
 
 
 

𝑥               مناطق تزايد        ∶  𝑥 > 0} { 
𝑥}            مناطق التناقص        ∶  𝑥 < 0} 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



            السادس العلمي –اضيات الري    

ال 
حة

صف
  

51
 

  

 بواسطة المشتقة الاولى  fلكي نختبر القيمة العظمى والصغرى المحلية للدالة        

  نتبع الخطوات التالية :   fللدالة          

𝒇نأخذ المشتقة                  (𝒙 ) 
′

    

𝒇    وذلك بجعل  𝒙نجد قيم                 ( 𝒙 ) = 𝟎 
′ 

, 𝒂) في الدالة لنجد النقطة الحرجة ( 𝒙)  نعوض قيم              𝒃 ) 

𝒇نختبر اشارة              (𝒙 ) 
 ( 𝒙) على خط الاعداد بجوار قيم  ′

 فاذا كانت           

𝒇اشارة                                                    (𝒙 ) 
′

    
  

 
 

  عظمى النقطة نهاية                                     صغرىالنقطة نهاية             
   
 

𝒇اشارة                                                  (𝒙 ) 
′

    
 

 نقطة حرجة  .                                                    نقطة حرجة              

 
 
 

  :   والصغرى  المحلية للدوال الآتية  نقطة النهايات العظمىجد    

             

                                       
2

  1 + (x - 2)    =𝑓 (𝑥 ) 
             ❶ 

       
                                                2

  1 + ( x - 2)    =𝑓 (𝑥 ) 
 

             

                               2 (x -2)   =   2 (x - 2) (1)   =𝑓 (𝑥 ) 
′

      

𝑓نجعل                (𝑥 ) 
′  = 0 

                 2÷   = 0 2 (x -2) 
                    x  = 2                = 0   x  - 2 

                         1    =2
  1 + ( 0)    =  2

  1 + ( 2 -2)    =𝑓 (𝑥 ) 
 

       

 نقطة حرجة      (1 , 2 )   النقطة           
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𝑥}              مناطق تزايد             ∶  𝑥 > 2}  

𝑥}                مناطق التناقص        ∶  𝑥 < 2} 

    نهاية صغرى محلية  . نقطة(1 , 2 )   النقطة        
  

             

                                       
2

  1 - ( x - 2)    =𝑓 (𝑥 ) 
             ❷ 

         

                                                          2
  1 - ( x - 2)  =  𝑓 (𝑥 ) 

 
             

                                                      −2(𝑥 − 2)     𝑓′(𝑥)   = 

𝑓نجعل            (𝑥 ) 
′  = 0 

                 2÷   = 0 2 ( x - 2) - 
                    x  = 2                = 0   x  - 2 

                         1    = 
  1 -   0     =  2

  1 - ( 2 -2)    =𝑓 (𝑥 ) 
 

       

 نقطة حرجة      (1 , 2 )   النقطة                
 

𝑥}           مناطق تزايد             ∶  𝑥 < 2}  

𝑥}             مناطق التناقص        ∶  𝑥 > 2} 

    محلية  . نهاية عظمى نقطة(1 , 2 )   النقطة        
  

             

                                     x 2 
+ 24   x 

3 
- 9   x  =𝑓 (𝑥 ) 

             ❸ 

         

                                                  x 2 + 24   x 
3 - 9   x  =𝑓 (𝑥 ) 

 
      

         + 24   x 
2 -  18    3 x  =𝑓 ′ (𝑥 ) 

 
                                                                 

𝑓نجعل            (𝑥 ) 
′  = 0  

       3          ÷                      
 + 24 = 0   x 

2 -  18    3 x     

                                              
 +  8 = 0   x 

2 -  6     x    

                                                0  (  =4 -  x   ()2 -   x  ) 

                         2    =x               0     ( =2 -   x                   )either 

                      8 - 36 + 48 = 20 = 2 + 24  (2) 
3 – 9(2)     (2)  =𝑓 (2 ) 

 
      

 نقطة حرجة     (20 , 2 )               

                             4    =x               0    = ) 4 -  x                   )or 

                  64 - 144 + 96 = 16 = 2 + 24  (4) 
3 – 9(4)     (4)  =𝑓 (4 ) 

 
      

 نقطة حرجة     (16 , 4)               
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𝑥}              مناطق تزايد             ∶  𝑥 > 4}            ,{𝑥 ∶  𝑥 < 2} 

 (4 , 2 الفترة )         مناطق التناقص       

    نهاية عظمى محلية  . نقطة      (20 , 2 )          النقطة        

    نهاية صغرى محلية  . نقطة      (16 , 4 )          النقطة        

  
             

                                         -  4 )  x )
3      x  =𝒇 (𝒙 ) 

 
               ❹ 

 

                         4 x 3 
4 -       x=   -  4 )  x) 

3     x  =𝑓 (𝑥 ) 
 

      

         12 x 
2

 
3 -     4 x  =𝑓 ′ (𝑥 ) 

 
                                                                 

𝑓نجعل            (𝑥 ) 
′  = 0  

       4          ÷                       = 0    x 2 
3 -  12    4 x     

                                               = 0    x 2 
3 -  3     x     

                                                0 (  = x - 3   )  2 x    

                         0    =x               0    =    x 2                 either 

      (0 - 4)  = 0                                   
3
     (0)  =𝑓 (0 ) 

 
      

 نقطة حرجة     (0 , 0 )               

                             3    =x               0    =)     x - 3        )     or 

   (3 - 4)  = 27 ( -1) = -27                                   
3

     (3 )  =𝑓 (3 ) 
 

      

 نقطة حرجة     ( 27- , 3)               

        

 
 
 
 

𝑥}              مناطق تزايد         ∶  𝑥 > 3}         

𝑥}          مناطق التناقص         ∶  𝑥 <  ( 3 , 0الفترة )              {0
    .    حرجة  نقطة      (0 , 0 )          النقطة          

    نهاية صغرى محلية  . نقطة   (27- , 3 )          النقطة          
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                                     1 2 
+    x 

4 
- 2   x  =𝑓 (𝑥 ) 

             ❺ 

                                             1 2 
+   x 

4 
- 2   x  =𝑓 (𝑥 ) 

              

                                               4 x  
3 -      4x  =𝑓 ′ (𝑥 ) 

 
                                                                 

𝑓نجعل            (𝑥 ) 
′  = 0  

       4          ÷                       = 0    x 2 
3 -  4    4 x     

       = 0    x 2 
3  -      x    

                                               = 0   
 (x 2 – 1)      x    

                                                                0    =    x                  either 

    -  2(0) 2 +1  = 1                                      
4

     (0)  =𝑓 (0 ) 
 

      

 نقطة حرجة     (1 , 0 )               

           ±  1    =x               1    =x2           0    =)     x 2 - 1        )     or 

          - 2(1) 2 +1  = 0                              
4
     (1)   =𝑓 (1 ) 

 
    

 نقطة حرجة (0 , 1 )                

      - 2(-1) 2 +1  = 0                              
4
     (-1)   =𝑓 (−1 ) 

 
          

 نقطة حرجة (0 , 1- )                 
 

        

 

𝑥}              مناطق تزايد         ∶  𝑥 >      (0 , 1-الفترة )          {1

𝑥}          مناطق التناقص         ∶  𝑥 <  (1 , 0الفترة )       {1−
    .نهاية صغرى محلية   نقطة      (0 , 1- )          النقطة          

    ى محلية  .نهاية عظم نقطة      (1 , 0  )          النقطة          

    نهاية صغرى محلية  . نقطة      (0 , 1  )          النقطة          

 
             

                                       
𝑥2

𝑥2+1
   =𝑓 (𝑥 ) 

             ❻ 

                                                                   
𝑥2

𝑥2+1
   =𝑓 (𝑥 ) 

              

  
 2𝑥3 +2𝑥  −   2𝑥3) 

(𝑥2+1)2    =
 (𝑥2+1) (2𝑥) −  𝑥2 (2𝑥) 

(𝑥2+1)2   =𝑓 ′(𝑥 ) 
     

𝑓نجعل            (𝑥 ) 
′  = 0                                                                                                                                                                     

    2𝑥     

(𝑥2+1)2  = 0           2 x =0               x = 0                         =   
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      =  0                                           
    0     

 0 + 1 
   =𝑓 (0 ) 

 
      

 نقطة حرجة (0 , 0 )                       
 

       

𝑥}              مناطق تزايد         ∶  𝑥 > 0}             

𝑥}          مناطق التناقص         ∶  𝑥 < 0}       
    نهاية صغرى محلية  . نقطة  (0 , 0 )    النقطة          

 
             

                          𝑥 ≠ 0 ,             + 
2

𝑥   𝑥2   =𝑓 (𝑥 ) 
             ❼ 

                                                                               

                                       2 𝑥−1    +𝑥2     =+ 
2

𝑥   𝑥2   =𝑓 (𝑥 ) 
              

                            
2

𝑥2   -  2𝑥          = 2 𝑥−2  -  2𝑥       =𝑓 ′(𝑥 ) 
     

𝑓نجعل                   (𝑥 ) 
′  = 0                                                                                                                                                                                                                                    

𝑥2                                                                        ×   2𝑥   - 
2

𝑥2   = 0 

                                                        2             ÷= 0  2𝑥3 - 2 

           𝑥   = 1               𝑥3 = 1                            = 0   𝑥3 - 1 

              
2

1     =  2 +1 = 3                                  +
2
     (1)   =𝑓 (1 ) 

 
    

 نقطة حرجة (3 , 1 )                
 
 
𝑥}              مناطق تزايد          ∶  𝑥 > 1}             

𝑥}          مناطق التناقص         ∶  𝑥 < 1}       
    نهاية صغرى محلية  . نقطة  (3 , 1 )    النقطة          
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                                          x 
3 

+   x  =𝑓 (𝑥 ) 
             ❽ 

                                                 
    x 

3 
+    x  =𝑓 (𝑥 ) 

              

                                         0  <  2  + 1     3x  =𝑓 ′ (𝑥 ) 
 

                                                                 

∋ 𝑥∀لا توجد نهايات والدالة متزايدة     ∴        𝑅   
        

            

                                         5 x 
  

-   2  =𝑓 (𝑥 ) 
             ❾ 

                                                 
    5 x 

  
-   2  =𝑓 (𝑥 ) 

                                                      

0                                              >    - 5     =𝑓 ′ (𝑥 ) 
 

                                                                 

∋ 𝑥∀    لا توجد نهايات والدالة متناقصة  ∴        𝑅   
 

     

             

               𝑥 ≠ 2 ,           
𝑥

𝑥−2  
   =𝑓 (𝑥 ) 

                  ❿ 

                                                                               

                                                                     
𝑥

𝑥−2  
   =𝑓 (𝑥 ) 

              

       
−2  

(𝑥−2)2    =
    𝑥 −2−𝑥 

(𝑥−2)2     = 
(𝑥−2)(1)−𝑥(1)

(𝑥−2)2     =𝑓 ′(𝑥 ) 
     

𝑓نجعل                   (𝑥 ) 
′  = 0                                                                                    

     - 2   ≠    0                                                  0    =   −2  

(𝑥−2)
2  

 لا توجد نهايات ∴         
 
 
 

𝑥}             مناطق التناقص            ∶  𝑥  > 2}        ,{𝑥 ∶  𝑥 < 2}     
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 .بانها محدبة     f    ةعن الدل( فيقال   a , bقابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة )   f اذا كانت  دالة    

 .       متزايدة خلال الفترة  fاذا كانت  تسمى مقعرة  متناقصة خلال الفترة  اذا كانت   

 

           
  . ( a , b) المنحني يقع فوق جميع مماساته                  (  a , b)    مقعر فيالمنحني          
 . ( a , b) المنحني يقع تحت جميع مماساته                   (  a , b)  في المنحني محدب         

 
                       

 فانها على ( a , b) ولها مشتقة اولى وثانية  ] a , b [معرفة في   f  اذا كانت     
 اذا حققت الشرط الآتي     ( a , b)  تكون مقعرة على     

                                          0  (  <𝒙    )" f          لكل (a , b ) 𝒙 ∈         
  اذا حققت الشرط الآتي    ( a , b) على  محدبةوتكون     

                                                0 >   (𝒙    )" f          لكل (a , b ) 𝒙 ∈   

 
 

 ادرس تقعر وتحدب كل من الدوال                      

 

                                                                       
3

 𝒙   𝒇 (𝒙) =     ❶ 

            

                                                                         
3

 𝑥   𝑓 (𝑥) = 

                                                                      
2

 𝑥   𝑓′(𝑥) = 3 

                                                                        𝑥   𝑓′′(𝑥) = 6 

    " x f  0 =  نجعل              

                                                                   6           ÷= 0   6x    

                                        = 0    x    

                         " x f  -اشارة                            

 

𝑥}              التقعرمناطق             ∶  𝑥 > 0}             

𝑥}             حدب مناطق الت           ∶  𝑥 < 0}       
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2

 𝒙   𝒇 (𝒙) =     ❷ 

            

                                                                        
2

 𝑥   𝑓 (𝑥) = 

                                                                      
 

 𝑥    𝑓′(𝑥) = 2 

                                                                  0  <   𝑓′′(𝑥) = 2 

𝑥∀ الدالة مقعرة ∴                             ∈ 𝑅  

 

                   

             

 او بالعكس (  من تقعر الى تحدب) هي نقطة تنتمي لمنحني دالة والتي يتغير عندها منحني الدالة 

 ( من تحدب الى تقعر)

                               
𝒇′′(𝒙)  0    بجعل  x نجد قيم  - 1        =  . 

   .  نقطة مرشحة ( y   ,x)  فتكون   y بالدالة الأصلية لنجد قيم  x نعوض قيم -   2    

 . ونحدد نوع النقطة   𝒇′′(𝒙)   ندرس اشارة  - 3      

 

                                                       𝒇′′(𝒙)    
 نقطة انقلاب                                                       

 

  

 𝒇′′(𝒙)                                                                  
 نقطة مرشحة                                                      

 

                                               

 وجدت للدوال الآتية التحدب ونقطة الانقلاب انتقعر وجد مناطق ال                        

 

                                             12𝒙 + 1 - 2 𝒙 3 -3  2𝒙   𝒇 (𝒙) =     ❶ 

            

                                                   12𝑥 + 1 - 2 𝑥 3 -3  2𝑥   𝑓 (𝑥) =      

                                                    12   -  𝑥 2 -6  6𝑥   𝑓 ′ (𝑥) =      

                                                             - 6  12𝑥   𝑓 "(𝑥) =                                                                         

    " f( x ) 0 =  نجعل              
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                           12 ÷            0   =  - 6  12𝑥       

                                                 =  
1

2
    𝑥             0  =  -  

1

2
    𝑥     

                                   12 (
1

2
 ) + 1 - 2  (

1

2
 ) 3 -3  2(

1

2
 )   𝑓 (𝑥) = 

                                         6 + 1 -    (
1

4
 )  - 3 2(

1

8
 )    = 

  
−11

2
     =  5 -    

−1

2
     =   5 -    

− 2

4
     =   5 -    

3

4
   -  

1

4
     = 

     (
−11

2
    ,

1

2
 ( نقطة مرشحة   

  

 

𝑥}     التقعرمناطق       ∶  𝑥 >  
1
2

𝑥}    حدب مناطق الت         ,,        { ∶  𝑥 <  
1
2

}       

        (
−11

2
    ,

1

2
 ( نقطة انقلاب   

 

                    
 

                                                     4 𝒙 3 -   4𝒙   𝒇 (𝒙) =     ❷ 

            

                                                        4 𝑥 3 -   4𝑥   𝑓 (𝑥) =           

                                                   3 𝑥 2 - 4  12𝑥   𝑓 ′ (𝑥) =      

                                              2  𝑥  24𝑥 – 12    𝑓 "(𝑥) =                                                                         

    " f( x ) 0 =  نجعل              

                           12  ÷      0  = 2  𝑥  24𝑥 – 12 

                                    (𝑥  - 2  )𝑥                   = 0   2  𝑥  2𝑥 –  

                                                                 = 0   𝑥                   either 

                                                                 0   𝑓 (0)             =          

   ( نقطة مرشحة  0,    0)         

                                         = 2 𝑥                = 0     𝑥  - 2            Or  
       = 32  - 16 = 16     4 (2) 3 -   4(2)   𝑓 (2) =           

 ( نقطة مرشحة  2,    16)          

 
 
      (   0,    2)     التقعر الفترة مناطق        
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𝑥}>   2 { حدب مناطق الت         ∶  𝑥                 ,,} 0  {𝑥 ∶  𝑥 <             

 (              2,    16(     ,     )    0,    0)   انقلاب تانقط         

 
                    

                                               
𝟏

𝒙
                          + x    𝒇 (𝒙) =  ❸ 

                                        x
 -1 + x      

1

𝑥
   =  + x    𝑓 (𝑥) = 

                                                                 -2 𝑥   - 1    𝑓 ′ (𝑥) =      

                                                    
2

 𝑥3   =-3   𝑥  2    𝑓 "(𝑥)  =                                                                         

    " f( x )0 =  نجعل              

                                       0 ≠  2             = 0 
2

 𝑥3 

                          

  انقلابنقط لا توجد    ∴       

           
 

𝑥}              التقعرمناطق            ∶  𝑥 > 0}             

𝑥}             حدب مناطق الت           ∶  𝑥 < 0}       
 

                    
 

                                         4 2)   +   4 - (𝒙   𝒇 (𝒙) =     ❹ 

            

                                                  4 2)   +   4 - (𝑥   𝑓 (𝑥) =               

                                                   3 2)   +   - 4 (𝑥   𝑓 ′ (𝑥) =      

                                                2  𝑥 +2) -  12(    𝑓 "(𝑥) =                                                                         

    " f( x ) 0 =  نجعل              

                                      12 -  ÷    0   =2  𝑥 +2) -  12(     

                                                 0   =2  𝑥 +2)   (   

                    𝑥 = - 2                   0       =  𝑥 +2   

       = 4                         4 2)  -2 + 4 - (   𝑓 (−2) = 

 ( نقطة مرشحة  2-,    4)                     
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𝑥}     التحدبمناطق         ∶  𝑥 >  −2  }         ,,      {  𝑥 ∶  𝑥 <  −2 }       

 ( نقطة مرشحة  2-,    4)         

                    
 

                                         2 𝒙  -   3 – 2 𝒙   𝒇 (𝒙) =     ❺ 

            

                                              2 𝑥  -   3 – 2 𝑥    𝑓 (𝑥) =           

                                                         - 2 𝑥   2 𝑓 ′ (𝑥) =      

                                                  0  >    2 -   𝑓 "(𝑥) =                                                                         

∋ 𝑥 ∀             محدبة توجد نقطة انقلاب والدالة لا  ∴          𝑅 

 

                    
 

                                                     3- 2  3𝒙 4 + 4𝒙   𝒇 (𝒙) =     ❻ 

            

                                                  3- 2  3𝑥 4 + 𝑥   𝑓 (𝑥)   =           

                                                       𝑥 3 + 6   4𝑥   𝑓 ′ (𝑥) =      

                                             0 <    12𝑥2 + 6    𝑓 "(𝑥) =                                                                         

∋ 𝑥 ∀             مقعرة  توجد نقطة انقلاب والدالة لا  ∴         𝑅 

 
                    

 

                                                     y  -    1   =  𝒙 y       ❼ 

 

                                                           y  -    1   =  𝑥 y 

           y = 
1

𝑥+1
            1  𝑥 + 1) =     y (          1   =  𝑥 y + y 

                                                         
-1

 𝑥 + 1)       y  =  (   

                                                       
-2

 𝑥 + 1)       y ' = - (   

                               = 
2

(𝑥+1)3  
   

-3
 𝑥 + 1)       y "  = 2(   

       " y  0 =  نجعل          

                                      0  ≠ 2                = 0  
2

(𝑥+1)3 

                 توجد نقط انقلاب لا  ∴        
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𝑥}               التقعرمناطق            ∶  𝑥 > −1}             

𝑥}             حدب مناطق الت           ∶  𝑥 < −1}      
  
 
 
 

ايات العظمى والصغرى المحلية  اختبار المشتقة الثانية لنقط النه 
 

               

 لمعرفة نوع النقاط الحرجة باستخدام المشتقة الثانية نتبع ما يلي                    

𝒇   نجد    - 1      (𝒙) 
′                 ,      𝒇 "(𝒙)    

  فاذا كانت الاشارة بعد التعويض 𝒇 "(𝒙)   ونعوضها في  𝒇  ′(𝒙) = 0    بجعل 𝒙  نجد قيمة – 2    

   -  a          موجبة فالنقطة الحرجة  نقطة نهاية صغرى محلية. 

    -  b      محلية   عظمىفالنقطة الحرجة  نقطة نهاية  بة سال. 

       -  c   .  صفر فان هذه الطريقة فاشلة نعود باستخدام المشتقة الاولى 

 
       

 

             باستخدام اختبار المشتقة الثانية ان امكن جد النهايات المحلية للدوال التالية                             

 

                                                         3 x
  2

 – 1    =   6 x 
   
-   

  
(x)  f  ❶ 

       

   
                                               3 x

  2
 – 1     =   6 x 

   
-   

  
(x)  f          

                                                             𝑥  6 - 6   𝑓 ′ (𝑥) =     

    ) ' x f ) 0 =  نجعل           

                                           6         ÷        = 0   6𝑥  6 -       

                                    = 1  𝑥                = 0   𝑥  1 - 

                                                                     - 6   𝑓 " (𝑥) =    

                                                     0           > - 6   𝑓 " (1) = 

 𝑥  1 =    للدالة نهاية عظمى محلية عند ∴     
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𝟒

 𝒙𝟐           x   ≠ 𝟎     - x    𝒇 (𝒙) =  ❷   

   
                                                 

4

 𝑥2        -  x  =   
(x)  f  

                                                       
-2

 x 4  -  x  =   
(x)  f         

                                                   
-3

 x  =  1 + 8   𝑓 (𝑥) 
′    

                     
8

 𝑥3                                +   = 1   

 ) ' x f ) 0 =  نجعل                   

                                        
3

 x   ×   
8

 𝑥3  = 0           +  1 

                                              8 = 0  +  
3

 x    

                                           - 8    =   
3

 x    

                                            - 2 =  
 

 x    

                                            
−24

 𝑥4    =    
- 4

 x  =  - 24   ( x f " (    

                                   0  >   
−24

 16
  

  =       
−24

 (−2)4  
  = (  -2 f " ( 

 = 2-     للدالة نهاية عظمى محلية عند ∴      
 

 x    

                -3   =1   = - 2 - 
4

 4
  

  = -2-  
4

 (2)2  
  =  - 2 - ( -2 f  (    

   (3 - )    هيعظمى النهاية ال  ∴       

 
             

                

                            𝒙      2 - 9 3𝒙 3 -   𝒙   𝒇 (𝒙) =     ❸ 

 

       𝑥                                 2 - 9 3𝑥 3 -   𝑥   𝑓 (𝑥) =     

                                         - 9 6𝑥 2 -   3𝑥   𝑓 ′ (𝑥) =     

 ) ' x f ) 0 =  نجعل              

                           3                   ÷= 0    - 9 6𝑥 2 -   3𝑥   

                                                  = 0    - 3 2𝑥 2 -   𝑥   

                                                  = 0   (1 + x      ( )3  - x  ) 

                 3  = x                  = 0    (3  - x                          )either 
                -1  = x                  = 0    (1  + x                         )or 
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                                                                        6  -   6𝑥   𝑓 " (𝑥) =     

                                 12    =   6  -   18   =   6  -   6  × 3   𝑓 " (3) =   

 = 3     محلية عند صغرى للدالة نهاية ∴           
 

 x    

𝑓 (3)   (3)   - 3 (3)3 27 - =27 - 27 - 27 =(3) 9 – 2          وهي        =   

                 0   > 12 -      =6  -   - 6      =6  -   6  × (−1)   𝑓 " (−1) =   

 = 1-     محلية عند عظمى للدالة نهاية ∴       
 

 x    

𝑓 (−1)   (1−)   - 3 (1−)3 5 =9 + 3 - 1- =(1-) 9 – 2        وهي        =   

 
 
 
 

                                                4   (𝒙+1) 4 -   𝒇 (𝒙) =     ❹ 

 

                                                       4   (𝑥+1) 4 -   𝑓 (𝑥) = 

                                                 3   (𝑥+1) - 4   𝑓 ′(𝑥) =     

 ) ' x f ) 0 =  نجعل         

                                             - 4              ÷= 0 3   (𝑥+1) - 4    

              𝑥 = - 1                    = 0   𝑥+1                   = 0 3   (𝑥+1) 

                                                   2   (𝑥+1) - 12   𝑓 "(𝑥) = 

                                              2 =0  (−1+1) - 12   𝑓 "(−1) = 

 ) ' x f )هذه الطريقة لا تصح نعود الى ملاحظة اشارة         

     

-1    - - - - - - - -      +++++++ 

 ) ' x f الشارة  )    

      

𝑥}                 التزايدمناطق            ∶  𝑥 < −1}             

𝑥}              ناقص مناطق الت           ∶  𝑥 > −1}       
 ( ( x  = - 1للدالة نهاية عظمى عند    ∴   

𝑓 (−1)   - 4 (1+1−)   4 =   4 وهي                                          = 
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 الثوابت                        

 ملاحظات        
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    لتكن                              
a

 𝑥       x ≠ 0      a ∈ 𝑹  + x 
2
    𝒇 (𝒙) =    ❶ 

     x = 1علما ان الدالة تمتلك نقطة انقلاب عند    aفجد قيمة                                     

 .لا تمتلك نهاية عظمى محلية   𝒇ثم بين ان الدالة                                      

 

                                  a x 
-1

 + x 
2
       = 

a

 𝑥   + x 
2
    𝑓 (𝑥) =   

       x = 1للدالة نقطة انقلاب في   ∵           

        ∴                    0  
    𝑓 " (1) =                                               

                                            -  a x 
-2

   2 x        𝑓 ′ (𝑥) =   

                        
a

 𝑥3 +  2   =+ 2 a x 
- 3

   2          𝑓 " (𝑥) = 

                   2             ÷2 𝑎 + 2     = 
a

 (1)3   + 2 =   𝑓 " (1)  

                                               0    =  𝑎 + 1    

                                              1 -    =  𝑎   

                                        x 
-1

  - x 
2
     =

1

 𝑥     - x 
2
        𝑓  (𝑥) =    ∴  

                         +   
1

 𝑥2    2 x       =+   x 
-2

   2 x        𝑓 ′ (𝑥) = 

𝑓 ′ (𝑥)        0 نجعل         = 

                   x 
2
                 ×0  = + 

1

 𝑥2    2 x 

   √
−1

2

3
 =      x    - 

1

 2  =    x 3        - 1 =  2 x 3          0  = + 1   2 x 3    

                                 -   
2

 𝑥3    2   =- 2 x 
-3

   2   𝑓 " (𝑥) = 

      0  <6  =2 +4  =-   
2

 − 
1

 2   
   2  =-   

2

 ( √
−1

2
 

3
)3

    2    𝑓 " ( √−1
2

3
) = 

√ للدالة نهاية صغرى محلية عند    ∴         
−1

2

3
 =      x    

√ محلية عند    الدالة لا تمتلك نهاية عظمى ∴      
−1

2

3
  =   x 
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 لكي يكون لمنحني الدالة   a , b عين قيمتي الثابتين                                     

                                y = x 3+a x 2 + b x        نهاية عظمى عندx = -1   ونهاية صغرى 

  . ثم جد نقطة الانقلاب      x = 2محلية عند                

      
            y = x 3 + a x 2 + b x                                      

    x = -1    للدالة نهاية عظمى محلية عند ∵     

     ∴   0        𝑓 ′ (−1) = 

                                                  3x 2+2a x  + b   =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                                3x 2+2a x  + b   =  0 
                                           3(-1)2+2a (-1)  + b   =  0 

                        1))    ...............       3 -2 a  + b   =  0 
    x = 2    محلية عند صغرىللدالة نهاية   ∵     

       ∴   0         𝑓 ′ (2) =                   3(2)2+2a (2)  + b   =  0 
                       2))    ...............       12 +4 a  + b   =  0 

                             1))    ...............      ∓3 ±2 a  ∓ b    =  0    بالطرح 
                                   0  =      9 + 6a                            

                                                  
−3

 2     =
−9

 6    =    a  

 1 ) نعوض في )        

    - 6  =   b        6 + b   =3 +3 + b      =3 -2 × 
−3

 2  + b    =  0     

                           y = x 3+a x 2 + b x                
 

     6 x -3  = 
 𝑑2𝑦

𝑑 𝑥2    ,,  3x 2-3 x -6  = 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
    ,, y = x 3 - 

3

 2  x 
2  - 6 x     

          0 نجعل         
 𝑑2𝑦

𝑑 𝑥2 = 

                                
 1

2
   =

 3

6
  =    x              0=   6 x -3     

   
 1

8
 - 

 3

8
  - 3 = 

−2

8
 -3              𝑓  (

 1
2

) =( 
 1

2
) 3- 

3

 2  (
 1

2
) 2 - 6 (

 1

2
) =   

                                                    
−13

4
      =-3 

−1

4
 = 
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−13

4
 )  , ( 

 1

2
 نقطة مرشحة  

 
 
 

𝑥}               التقعرمناطق            ∶  𝑥 >
 1
2

}             

𝑥}             حدب مناطق الت           ∶  𝑥 <
 1
2

}      

                                   
−13

4
 )  , ( 

 1

2
 نقطة انقلاب   

 
 

𝑥}مقعر في     f(x) = ax 3+b x 2 + cاذا كان منحني الدالة                          ∶  𝑥 < 1}    

𝑥}ومحدب في                                 ∶  𝑥  >  عند النقطة   y+ 9x= 28ويمس المستقيم   {1

∋ a , b , cفجد قيم   ( 3,1)                                𝑹 

             

   مستمرة لانها كثيرة الحدود   لدالةا ∵         

∶}ومقعرة في                𝑥  < 𝑥} ومحدبة في   {1 ∶  𝑥  > 1}              
= 𝑥تمتلك نقطة انقلاب في    لدالةا ∴           1    

          ∴   0        𝑓 " (1) =    

                                                             f  ' (x) =  3ax 2+ 2b x        

                                                          f  " (x) =  6ax  + 2b              

               ………. ( 1 )     f  " (1) =  6a (1)  + 2b  =  6a + 2b  =  0    

 مستقيم يمس المنحني لا ∵    

     ميل المستقيم = ميل المنحني   ∴    

+  9 = 0          ميل المماس       
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                  y + 9x = 28 

=  - f  ' (3)   =9نحني عند نقطة التماس              المميل        
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                  

                3÷        f  ' (3) =  3a(3) 2+ 2b (3)   = 27a + 6b =  - 9      

              ………. ( 2 )  = 9 a + 2b =  - 3 

              ………. ( 1 )       ∓  6a ∓ 2b  =  0        بالطرح 

                                3 a        =  - 3 

                               a        =  -1   

 1 )نعوض في )         



            السادس العلمي –اضيات الري    

ال 
حة

صف
  

69
 

                                     2                         ÷    6  ( -1) + 2b  =  0 
                                     b  = 3                        - 3  + b  =  0 

 دلة المنحني تحقق معا ( 3,1)           

                                                          f  (x) = - x 3+3 (x) 2 + c   

                                                         1 = - ( 3) 3+3 (3) 2 + c   

                                   c = 1                     1 = - 27+27 + c      

 
 

 (8)نهاية  عظمى محلية تساوي    f(x) = ax 3+3 x 2 + cاذا كانت الدالة                        

= 𝒙ونقطة انقلاب عند                      ∋ a , c  فجد قيم  𝟏 𝑹 

               
                                            f (x) = ax 3+3 x 2 + c    

= 𝑥تمتلك نقطة انقلاب في    لدالةا ∵            1           
               0        𝑓 " (1) =   

                                                             f  ' (x) =  3ax 2+ 6 x        

                                                          f  " (x) =  6ax  + 6              

              6        ÷ f  " (1) =  6a (1)  + 6                 6a + 6  =  0 

                            a = -1                             a + 1  =  0 

                                                             f (x) = - x 3+3 x 2 + c   

 (8)للدالة نهاية عظمى محلية تساوي  لدالةا ∵         
 ( 8 , ?) يعني             

                       f  ' (x) = - 3x 2+ 6 x                                        

          f  ' ( x) =  0  

                                              3          ÷  - 3x 2+ 6 x   =  0                        

                    x  ( - x + 2 )     =  0    - x 2+ 2 x   =  0            

                                                                           x      =  0        either 
                                 x  = 2                      - x  + 2     =  0        or 

 
 
 

  نقطة نهاية عظمى محلية وتحقق معادلة منحني الدالة ( 8 , 2)       

                     - 8 +12 + c  =8 = - (2) 3+3 (2) 2 + c    

                                           4 + c 8 =      

                                               c = 8 - 4     

                                              c =  4     
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     f (x) = a -( x-b) 4نقطة حرجة لمنحني الدالة  ( 6 , 2) اذا كانت                         

∋ a , b  فجد قيم                              𝑹  وبين نوع النقطة الحرجة  

               
                                              f (x) = a - (  x - b) 4     

 
 نقطة حرجة ( 6 , 2)      

        0        𝑓 ′ (2) =                                     f  ' (x) = - 4 ( x – b ) 3     

                                                                    f  ' (2) = - 4 ( 2 – b ) 3     

                                        4 -             ÷           - 4( 2 – b ) 3  = 0   

                        b  = 2              2 - b  = 0          ( 2 – b ) 3  = 0 

                                                 f (x) = a - (  x - 2) 4                            

 تحقق معادلة المنحني ( 6 , 2)       

                                                 6 = a - ( 2 – 2 ) 4                a  = 6   

 
                                                  f (x) = 6 - ( x – 2 ) 4                          

         0        𝑓 ′ (𝑥) =                                     f  ' (x) = - 4 ( x – 2 ) 3     

                                                                      

                                        4 -                     ÷   - 4( x - 2) 3  = 0   

                     x  = 2              x - 2  = 0          ( x - 2) 3  = 0 

 
 
 
 

 نقطة نهاية عظمى محلية  ( 6 , 2)      

 
 

∋ a ∈ { - 4 , 8 } , bحيث ان      f (x) = ax 2 - 6 x  + bاذا كان                          𝑹   

   مقعرة     fالدالة  ❷محدبة        fالدالة    ❶اذا كانت      aجد قيمة                               

  

                 " 0        𝑓  > (x )  عندالدالة محدبة                   
                                                     f (x) = ax 2- 6 x  + b     

                                                    f ' (x) = 2ax  - 6    
           f " ( x) = 2a                                                     

        0                                     a <           2        ÷ 0         2 a < 
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      - 4                                                         a =                         
      a ∈ { - 4 , 8 }         لان 

        f " (x) <       0   الدالة محدبة عند      

                               0            a  >           2        ÷ 0         2 a > 

      8                                                          a =                       
 
 
 

f  (x) = ax 3 + b x      اذا كان                        
2 - 9x       وكان     𝒇 ′ (𝟑)  = 𝟎 

𝒇  (−𝟏)     وكان                                = ∋ a , bفجد قيمة   𝟓 𝑹   

  
                                                 f (x) = ax 3+ b x

2- 9x   
      ∵        𝑓 ′ (3)  = 0  

                                             f ' (x) = 3ax 2+2b x- 9    
                                        f ' (3) = 3a(3) 2+ 2b (3) - 9    

                            3   ÷27a +6b  - 9 = 0       
                   9a +2b  - 3 = 0                             
             …… ….(1)    9a +2b   = 3                

         
       ∵  𝑓  (−1)  = 5 

                                     f (-1) = a(-1) 3+b (-1)2   - 9(-1)   
             =   4     a  - b  =   9 - 5            5 = - a  + b + 9                                                              
                           2 ×                 =   4   a  - b    

          …… ….(2)              =   8   2a  - 2b       
  

                          9a + 2b        =  3      …… ….(1) 
                                   …… ….(2)    =   8  2 a -  2b           بالجمع 

                                                      =   11  11 a            
                        = 1   a    

   9a + 2b        =  3(                                   1نعوض في )  
                  9(1) + 2b =  3            9a + 2b =  3   

     b = - 3          2b = - 6              2b = 3 - 9           9+ 2b =  3             
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 فجد f  (x) = 3x 2 - x3 + c   تمثل نهاية صغرى لمنحني الدالة  6اذا كان                        

                     c ∈ 𝑹   انقلابه .ثم جد معادلة مماس المنحني في نقطة 

  
                                                 f  (x) = 3x 2 - x3 + c  

 تمثل نهاية صغرى محلية  6 ∵      
 نهاية صغرى محلية   6 , ? ))  ∴       

                                                       f ' (x) = 6 x  - 3 x
2   

𝑓 ′ (𝑥)        0 نجعل               = 

                                              3             ÷0   =   6 x  - 3 x
2   

                         0   =0              x  ( 2 - x  )   =   2 x  - x2   

                                                                          0   =  x          either 

                                        2      =   x              0   = 2 - x          or 

 
 
 

 وتحقق معادلة المنحني  نهاية صغرى محلية نقطة  6 , 0))       

                              c = 6                      6  = 3(0) 2 – (0)  
3 + c 

                                                                 f  (x) = 3x 2 – x
  3 + 6 

 معادلة المماس نحتاج        

 (  x 1  ,  y 1نقطة التماس     )     -1       

 m     =f ' ( x 1 )ميل المماس  =     -2       

 y – y 1 = m ( x – x 1)  نطبق العلاقة    -3       

                                                                     f ' (x) = 6 x  - 3 x
2   

                                                                      f " (x) = 6    - 6 x
    

𝑓 " (𝑥)        0 نجعل             =            

                                                    6                     ÷= 0     6 - 6 x 

                                                = 1   x                  = 0     1 -  x 

                        8  == 3  –  1 + 6     f  ( 1) = 3(1) 2 – (1)
  3 + 6 

  قطة انقلاب ن   8 , 1))  ∴    

                             =  m    =  3  =  6  -3 f ' (1) = 6 (1)  - 3 (1)
2   

              (y – 8 = 3 ( x – 1                    (y – y 1 = m ( x – x 1 

                 3 x -3 - y + 8 = 0                y – 8 = 3 x – 3 

 x - y + 5 = 0 3                    معادلة المماس عند نقطة الانقلاب          
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f  (x) = ax 3 +b x   اذا كان                        
2 + xc  , g(x) =  1 -12 x    وكان كل من 

                              f      ,g   متماسان عند نقطة انقلاب المنحني f     فجد 11- , 1)) وهي  

∋ a , b , cقيمة                             𝑹     

                                                    f  (x) = a x 3 +b x
2 + c x   

   fنقطة انقلاب للدالة  11- , 1))   ∵       

         0        𝑓 " (1) =   

                                                         f ' (x) = 3a x 2 + 2b x + c 

                       f " (x) = 6 a x   +  2b                                           

 2 ÷       f " (1) = 6 a (1)  + 2b                     6a (1)  + 2b = 0       

(1)                ............3a   +  b = 0       

            f ' (1)     =g '(1) =    -12                     g ' (x) =    -12 

 11- , 1))    لانهما متماستان عند النقطة  

                                                 f ' (1) = 3a(1) 2 + 2b (1) + c 

                    (2)                      ............ -12 = 3a  - 2b   + c 

   fتحقق معادلة المنحني   11- , 1))       

                                                        (1)  -11 = a(1) 3 +b (1)2 +  c 

        (3)                                          ............        -11 =  a   + b  +  c 

      (2)                                    ............        ±12 =∓ 3a  ∓ 2b    ∓ c   بالطرح 

                        (4)                                  ............ 1 = - 2a   - b         

  (1)                                  ............3a   -  b  0 =         بالجمع 

    a  = 1(                     (1نعوض في                                               

                                                     b  = - 3         3(1)   +  b  0 =   

 (  (3نعوض في                                                

                                                               -11 =  a   + b  +  c  
                                                                  -11 =  1   - 3  +  c 

                                      2 – 11                                     =c  
         – 9                                                                    =c 
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 لكي نرسم المخطط البياني لدالة معطاة نتبع الخطوات الآتية                                                     

    نحدد اوسع مجال للدالة –    

i. دوال كثيرة الحدود اوسع مجال للدالة   = 

ii.  (اوسع مجال للدالة   الكسريةدوال النسبية)}  تي تجعل المقام = صفر ال {  -     

 التناظر  – 

i. اذا كان  مع محور الصادات                                  f  (x)   =f  ( - x) 

ii.  مع نقطة الأصل اذا كان                                 f  (x)  -   =f  ( - x) 

 نقاط التقاطع مع المحورين   –     

i. مع محور الصادات                                                  x =  0  

ii.  0  =                                              محور السينات   مع  y 

  المستقيمات المحاذية فقط في الدوال النسبية ) الكسرية ( – 

i.     عدد                                            محاذي عمودي   x =    

ii.     عدد                                               محاذي افقي =    y 

 نهايات ونقط الانقلاب ومناطق التزايد والتناقص ومناطق التقعر والتحدب ال –  

 .نقط اضافية ان احجنا الى ذلك  –   

 

    ال للدالةــــــاوسع مج       –                        

 

 =    الدوال كثيرات الحدود اوسع مجال            

   

 جد اوسع مجال لكل من الدوال الآتية              

                                                                           x 
2 
 - x =  f  (x)    ❶ 

                                                               
 2

 (x + 2 )( x -1) = f  (x)     ❷ 

 R                     3 x= اوسع مجال للدالة                         
2 
 -6 x  =f  (x)     ❸ 

                                                                       3 x 
2 
 + 4    =f  (x)     ❹ 
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     - }  التي تجعل المقام = صفر {اوسع مجال  =   دوال النسبية               

   
 جد اوسع مجال لكل من الدوال الآتية              

                                                                            
𝟑𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
 =  f  (x)    ❶ 

                                                       𝑥 =  −1              0      =𝑥 + 1 

 R / {- 1} اوسع مجال للدالة  =            

                                                                            
𝟑𝒙+𝟐

𝟐𝒙−𝟒
 =  f  (x)    ❷                         

         𝑥 = 2              2𝑥 = 4             2𝑥 =  4               0   =2𝑥 − 4 

 R / {2} اوسع مجال للدالة  =            

        

                                                                           
𝟔

 𝒙𝟐+𝟏
 =  f  (x)    ❸                         

𝑥2          دائماً                                                                + 1  ≠ 0 
           R اوسع مجال للدالة  =            

 

 لتناظــــــــــــــــرا       –                     

   

  .بين نوع التناظر لكل من الدوال الآتية               

                                                                6 x 
  
 -  x 

3 
     =f  (x)      ❶ 

                                 +  x  
3   6 x  -        =-  x) 

3
 )-  6 ( - x)   =f  ( - x)       

                   f (x)  -  x  
3) = -  6 x ) -        = 

      f  (x)  -    =f  (  -  x)  لان  نقطة الأصلالدالة متناظرة مع  ∴    

  
 

                2 x
 2
 
  
 -  x 

4 
                                                         =f  ( x)      ❷ 

                f  (x)    =2 x
 2
 
  
 -  x 

4
      =2( - x

 
)
2
  

  
- ( -  x) 

4 
   =f  ( - x)      

    f  ( x)     =f  ( - x)  الدالة متناظرة مع محور الصادات لان  ∴    

 
  

      x
 2
  + 4 x + 3

 
                                                                =f  (x)      ❸ 

          - x
  
) 

2
  + 4( - x ) + 3

 
  = x

 2
  - 4 x + 3   ≠  f  (x)   = )f  ( - x)   

   f  ( x)  ≠  f   ( - x)  الدالة ليست متناظرة مع محور الصادات لان        

     f  ( x) -  ≠  f  ( - x) الدالة ليست متناظرة مع نقطة الاصل لان           
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𝒙 − 𝟏

𝒙 + 𝟏
 =  f  (x)    ❹ 

                                                        f  (x)   ≠  
−𝑥 − 1

−𝑥 + 1
 =  f  ( - x)           

   f  ( x)  ≠  f  ( - x)  الدالة ليست متناظرة مع محور الصادات لان         

     f  ( x) -  ≠  f  ( - x) الدالة ليست متناظرة مع نقطة الاصل لان           

                       
 

                                                                          
𝟔

𝒙𝟐 + 𝟑
 =  f  (x)    ❹ 

                                        f  (x)     =
𝟔

 𝒙𝟐+ 𝟑
   =

𝟔

(−𝒙)𝟐+ 𝟑
 =  f  (x) 

               f  (x)     =f  ( - x)     الدالة متناظرة مع محور الصادات لان  ∴           

 

 نقاط التقاطع مع المحورين       –                     
       

 x =  0                                                  مع محور الصادات                    

i.            0  =                                              محور السينات   مع  y 

 

 جد نقاط التقاطع مع المحورين لكل من الدوال الآتية                 

             

                                                           
 
(
 
1 -  x ) 

3 
 + 1    =f  (x)      ❶ 

 

                x =  0  عندما           
 
1 + 1    =  

 
(
 
1 -  0) 

3 
 + 1     =f  (0)   

                    
 
                                                                  2 =

 
f  (0)    

         (
 
 مع محور الصادات      (2 , 0

 =  y =  0                                   0  عندما           
 
(
 
1 -  x ) 3

 
 + 1         

                                                         ( 
1 -  x ) 3

 
 = -1             

            1 -  x 
 
 = -1                                                            

          x 
 
 =  1+1 =  2                                                      

       (
 
 مع محور السينات       (0 , 2
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                                                             10 - 3 x  - x 
3 
      =f  (x)      ❷ 

 

                x =  0  عندما           
 
 
 
10 - 3 (0) – (0) 

3 
      =f  (0)   

                    
 
                                                                  10 =

 
f  (0)    

         (
 
 مع محور الصادات      (10 , 0

 = y =  0                                   0  عندما           
 
10 - 3 x  - x 

3 
            

                                                             
 
 x 

3 
+ 3 x -10  =  0          

            ( x 
 
+5 )( x  -2) =  0                                                           

                                             x 
 
=  - 5              ( x 

 
+5 )   =  0            either   

                                                x 
 
=  2              (  x 

 
-2 )   =  0            or 

         (
 
-5 , 0)     ,(

 
 مع محور السينات          (0 , 2

 
                     

                                                                                     
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
 =  y   ❸ 

        

=     x =  0                                 -1  عندما           
−1

1
   = 

0−1

0+1
 =  y    

         (
 
 مع محور الصادات      (1 - ,  0

                           y =  0  عندما           

                               𝑥 = 1              0 =  𝑥 − 1               =    
𝑥−1

𝑥+1
 =  0    

      (
 
 مع محور السينات          (0 , 1

 
                       

                                                                             
𝒙𝟐−𝟏

𝒙𝟐+𝟏
 =  f  (x)    ❹ 

        

=     x =  0                                 -1  عندما           
−1

1
   = 

0−1

0+1
 =  f  (0)        

         (
 
 مع محور الصادات      (1 - ,  0

                           y =  0  عندما           

                               𝑥 = ±1              0 =1   -  𝑥2                =   
 𝑥2−1

𝑥2+1
 =  0    

          (
 
 مع محور السينات           (0 , 1- ),    (0 , 1
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𝟔

𝒙𝟐+𝟑
 =  f  (x)    ❺ 

       

=     x =  0                                 2  عندما           
6

3
   = 

6

0+3
 =  f  (0)        

         (
 
 مع محور الصادات      (2 ,  0

                           y =  0  عندما           

                                            0  ≠   6               =   
 6

𝑥2+3
 =  0    

 محور السينات      لا توجد نقاط تقاطع مع            

         
                      

                                         
𝟏

𝒙  =  f  (x)    ❻ 

       
             

        ∵ (
 
 محور الصادات      لا توجد نقاط تقاطع مع ∴لا تنتمي الى مجال الدالة         ( 0

                           y =  0  عندما           

                                            0  ≠  1               =   
 1

𝑥
 =  0    

 السينات     محور  لا توجد نقاط تقاطع مع    ∴        
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 المستقيمات المحاذية             –                     
 

 فقط للدوال الكسرية                                            
i.             عدد                                            محاذي عمودي   x =    

ii.                  عدد                                               محاذي افقي =    y 

 
  وارسمها   اذياتلمحا جد  الدوال الآتية لكل                   

             

                                                          2 x
 2
 
  
 -  x 

4 
       =f  (x)      ❶ 

 ثيرة الحدود كلا توجد محاذيات لان الدالة        
 
 

                                                                           
𝒙 − 𝟏

𝒙 + 𝟏
 =  y   ❷ 

𝑥محاذي عمودي                             = −1                     0   =𝑥 + 1 

         𝑥 − 1   =𝑥 + y  y               𝑥 − 1   =(𝑥 + 1) y             
𝑥−1

𝑥+1
 =  y    

                                        𝒙 = −𝟏                       𝑦 − 1   =𝑥 − 𝑥  y     

1 − 𝑦                                                     𝑦 = 1                          =𝑥 ( 𝑦 − 1)  

                                                                 
−1−𝑦

𝑦−1
  =  𝑥 

                                                                       0  =𝑦 − 1     

                                                                          𝑦 = 1 
 

    

                                                                          
𝟏

𝒙  =  f  (x)    ❸ 

   𝑥=   0محاذي عمودي                                                                

 𝑦=   0محاذي افقي                                                                    
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           𝒚 =  𝟏                                                  
𝒙𝟐−𝟏

 𝒙𝟐+𝟏
 =  f  (x)    ❹       

𝑥2دائما                                                                     +  1  ≠ 0 
 لا يوجد محاذي عمودي                                                          

𝑦محاذي افقي                                                                  =  1    

  
 
 

                                                                      
𝟔

𝒙𝟐+𝟑
 =  f  (x)    ❺ 

                                                                            ≠ 0  𝑥2 + 3 
 لا يوجد محاذي عمودي                                                             

𝑦محاذي افقي                                                                    =  0    
        

 

 
 

 ارسم بالاستعانة بمعلوماتك في التفاضل منحني الدالة                     

             
                                                           x

 5
 
  
                  

 
       =f  (x)        

 R=   اوسع مجال للدالة  ❶          

x                   التناظر   ❷          
 
)
 5
 =  - x

 5
  = 

 
 - f  (x)    - )   =f  ( - x ) 

  الدالة متناظرة مع نقطة الأصل ∴              

  نقاط التقاطع  ❸          

i.      x
 
  = 0                   (0)

 5
 = 0

  
                                 =f  (0)   

               ( 0
 
 مع محور الصادات                   ( 0 ,  

ii. y
 
  = 0                        x

 5
                  x = 0

  
                     =   0   

               ( 0
 
      مع محور السينات               ( 0 ,  

 : لا توجد    المحاذيات   ❹             

x 5         النهايات ونقط الانقلاب   ❺          
 4
 
  
                  

 
       =f  '(x)   

   f  '(x)=  0نجعل                     

              x
  
= 0                    x

 4 
= 0                   5          ÷5 x

 4 
= 0 

            ( 0
 
 نقطة حرجة         ( 0 ,  
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𝑥}     التزايد مناطق            ∶  𝑥 > 0}        ,{𝑥 ∶  𝑥 < 0}   

            ( 0
 
 نقطة حرجة         ( 0 ,  

    20 x
 3
 
  
                                                                       

 
       =f " (x)   

   f  "(x)=  0نجعل            

               0    =   x
  

                 0    =  x
 3

                  0  =  20 x
 3

 
            ( 0

 
 نقطة مرشحة         ( 0 ,  

 
        

𝑥}              قعر  مناطق الت            ∶  𝑥 > 0}         
𝑥}            حدب   مناطق الت                    ∶  𝑥 < 0}    

          ( 0
 
  نقطة انقلاب                                                         ( 0 ,  

          نقط اضافية    ❻        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ارسم بالاستعانة  بالتفاضل منحني الدالة                     

             
                                                           x

 3
 - 3

  
x

 2 
+ 4             

 
       =y        

 R=   اوسع مجال للدالة  ❶          

x                          التناظر   ❷          
 
)

 3
 - 3(- x )

 2
 + 4   - )   =f  (-x) 

                                                             x
  3

 - 3 x
 2
 + 4   -   = 

  ≠ f  (x) f  ( - x )  محور الصادات لان متناظرة مع ليست الدالة                 

 ≠ f (x)  - f  ( - x )    نقطة الأصل لان متناظرة مع ليست الدالة                   

  نقاط التقاطع  ❸          

        x
 
  = 0            (0)

 3
 – 3(0)

2 
+ 4 = 4

  
                     =f  (0)   =y 

               ( 0
 
 مع محور الصادات                   ( 4 ,  

 لان الدالة ليست نسبية ) كسرية ( : لا توجد    المحاذيات   ❹             
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x 3         النهايات ونقط الانقلاب   ❺          
 2
 - 6 x

 
             

 
       =f  '(x)   

   f  '(x)=  0نجعل                     

                                           x
 2 

- 2 x
 
= 0            3          ÷3 x

 2
 - 6 x = 0 

                                           x
  
- 2 )

 
= 0  )x 

                          4
  
                          =f  (0)                        

 
= 0 x either         

            ( 0
 
 نقطة حرجة        ( 4 ,  

                                                               x = 2              
 
= 0 x - 2 or         

               (2)
 3
 - 3

  
(2)

 2 
+ 4 = 8 – 12 + 4   = 0              

 
       =f  (2)        

        ( 2
 
 نقطة حرجة        ( 0 ,  

 
 
  

𝑥}     التزايد مناطق            ∶  𝑥 > 2}        ,{𝑥 ∶  𝑥 < 0}   

   ( 2 , 0 )   التناقص    الفترة مناطق           

         ( 0
 
 نقطة نهاية عظمى محلية .     ( 4 ,  

         ( 2
 
 نقطة نهاية صغرى محلية .     ( 0 ,  

    6 x
 
- 6 

  
                                                                       

 
       =f " (x)   

   f  "(x)=  0نجعل            

              1    =   x
  

              0    =  x
 
-1               6   ÷     0    =6 x

 
 - 6 

              (1)
 3
 - 3

  
(1)

 2 
+ 4 = 1 – 3 + 4   = 2              

 
       =f  (1)    

           ( 1
 
 نقطة مرشحة         ( 2 ,  

        
 

𝑥}              قعر  مناطق الت            ∶  𝑥 > 1}         
𝑥}            حدب   مناطق الت                    ∶  𝑥 < 1}    

          ( 1
 
  نقطة انقلاب                                                         ( 2 ,  

          نقط اضافية    ❻        
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 ارسم بالاستعانة  بالتفاضل منحني الدالة                     
    

         10 -3 x
 
 - 

 
x

 2 
                                                         

 
        =y        

 R=   اوسع مجال للدالة  ❶          

x -) 3 – 10                                التناظر   ❷          
 
) - ( - 

 
x

 
) 

2
 =f  ( - x ) 

                                                             3 x
 
 - x

 2
      +10   = 

  ≠ f  (x) f  ( - x )  محور الصادات لان متناظرة مع ليست الدالة                 

 ≠ f (x)  - f  ( - x )    نقطة الأصل لان متناظرة مع ليست الدالة                   

  نقاط التقاطع  ❸          

i.     عندما   x =  0  

                                              10   =    10  - 3 ( 0
 
) - ( 

 
0

 
) 

2
 =f  (0)  

     (0 , 
 
10

 
 مع محور الصادات     (

i.       عندما   y =  0       
                      10 = 0  -  3 x + x

 2
             10  - 3 x

 
 -  

 
x

 
 
2 

 = 0        
                          = 0 ( x +5

 
)  ( 

 
x - 2

 
)   

                                x  =  - 5                     = 0 ( x + 5
 
)       either 

                                 x  =  2                     = 0 ( x - 2
 
)        or 

           ( 2 , 0
 
)      ,( -5 ,

 
0

 
 تمع محور السينا  (

 

 : لا توجد لان الدالة ليست نسبية ) كسرية (    المحاذيات   ❹             

 

3 -         النهايات ونقط الانقلاب   ❺          
 
 - 2 x

 
             

 
       =f  '(x)   

   f  '(x)=  0نجعل                     

                        
−3

2
  =         x     2 x

 
=  -  3                       -  3  - 2 x = 0 

                                                    10 -3 (
−3

2
 
) - ( 

−3

2
) 

2
  =f  (

−3

2
)    

                             
49

4
   =

40+18−9

4
   =  10  +  

9

2
 
  -   

9

4
 
 

  =           

        (
−3

2
 
  , 

49

4
 نقطة حرجة            ( 

 
 

  

𝑥}     التزايد مناطق            ∶  𝑥 <  
−3

2
𝑥}  التناقصمناطق ,      { ∶  𝑥 >

−3

2
}   

(
−3

2
 
  , 

49

4
 نقطة نهاية عظمى محلية                  ( 
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                         0    >- 2  =f " (x)   

∋ 𝑥∀    لاتوجد قطة انقلاب والدالة محدبة  ∴          𝑅   
  
                                                

                

          نقط اضافية    ❻        

        
      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  ارسم   منحني الدالة باستخدام  التفاضل                    
    

         2 
 
x

 2 
- x

  4
                                                              

 
      =f (x)       

 R=   اوسع مجال للدالة  ❶          

 2         التناظر   ❷          
 
x

 2 
- x

  4
 = f (x)   2(- 

 
x)

 2 
- (- x)

  4
 = 

 
 =f  ( - x ) 

                                                      = 
 =  f  (x) f  (-x)              محور الصادات لان متناظرة مع الدالة                 

  نقاط التقاطع  ❸          

i.     عندما   x =  0  

  2 
 
(0)

 2 
– (0)

  4
 =   0                                                     

 
      =f (0)     

           (0 , 0
 
 مع محور الصادات     (

ii.       عندما   y =  0       
  2 

 
x

 2 
- x

  4
                         

 
x

 2
 ( 2

 
– x

2 
) = 0                                 =0 

     either       x
 2
 = 0                          x

 
 = 0                                                    

             x
 
 =  ±√2                 x

2 
 = 2              = 0 (  2 - x

2
   

 
)        or 

        (0 ,0
 
)      ,  ( √2 ,

 
0

 
)      ,(- √2 ,

 
0

 
 مع محور السينات     (

 

  : لا توجد    المحاذيات   ❹             
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x 4         النهايات ونقط الانقلاب   ❺          
 
 - 4 x

3 
             

 
        =f  '(x)   

   f  '(x)=  0نجعل                     

             x
 
(1 -  x

2
)

 
 = 0              x

 
 -  x

3 
 = 0            4   ÷      4 x

 
 - 4 x

3 
 = 0 

either                    x)         نقطة حرجة  
 
 = 0                               (0 ,

 
0

 
 

             x
 
 =  ±1                   x

2 
 = 1               = 0 (  1 - x

2
   

 
)        or 

     2 
 
(1)

 2 
– (1)

  4
   = 2 -1 = 1                                                  

 
      =f (1)   

    2 
 
(-1)

 2 
– (-1)

  4
   = 2 -1 = 1                                               

 
      =f (-1)   

        (+1 ,1
 
)      ,  (−1 ,

 
1

 
 نقاط حرجة    (

 
 
 
  

𝑥}     التزايد مناطق            ∶  𝑥 < 1, 0)         والفترة      {1− 
 
) 

𝑥}    التناقصمناطق            ∶  𝑥 > 0, 1-) والفترة                 {1
 
) 

-1
 
 نقطة نهاية عظمى محلية       (              (1 ,  

 0
 
 نقطة نهاية صغرى محلية        (             (0 ,  

1
 
 نقطة نهاية عظمى محلية        (              (1 ,  

                    4 
 
 - 12 x

2 
             

 
                                   =f  " (x) 

   f  " (x)=  0نجعل                

     ±
1

√3
   x

 
=             

1

3
   x

2 
=       4 

 
 - 12 x

2 
= 0    ÷ 4             1 

 
 - 3 x

2 
= 0      

                          2(
1

√3
)
2 
 -  (

1

√3
)4 

   =  
2

3
  - 

1

9
   =   

6−1

9
  = 

5

9
     =f  " (

1

√3
) 

   
1

√3
 
  , 

5

9
)     )     ,

−1

√3
 
  , 

5

9
 مرشحة      نقط      (     (

 
 
  

 التقعر   الفترة  مناطق       
−1

√3
 
  , 

1

√3
)     )      

𝑥}    التحدب مناطق        ∶  𝑥 >
1

√3
}      

                            {𝑥 ∶  𝑥 <
−1

√3
}     

   
1

√3
 
  , 

5

9
)   ) ,

−1

√3
 
  , 

5

9
 انقلاب       نقط (   (
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    ارسم بالاستعانة بمعلوماتك في التفاضل منحني الدالة                  

             

                                                          ( 1 – x )
 3 

+1 
  
        

 
       =f  (x)        

 R=   اوسع مجال للدالة  ❶          

             

  نقاط التقاطع  ❷          

i.    عندما  x
 
  = 0            (1- 0)

 3
+1 = 1+1 =2

  
                         =f  (0)   

               ( 0
 
 مع محور الصادات                   ( 2 ,  

ii.      عندماy
 
  = 0     (1- x)

 3
+1 = 0                                                     

                     (1- x)
  3

 = -1                                                      
1- x  = -1                                                                                

    x  = 1+ 1 = 2                                                                 

                       ( 2
 
 مع محور السينات           ( 0 ,  

(x -1)                     التناظر   ❸          
 3

+1 
  
              

 
       =f  ( - x)       

   ≠ f  (x) f  ( - x )  محور الصادات لان             متناظرة مع ليست الدالة                  

  - ≠ f (x) f  ( - x )  نقطة الأصل لان                  متناظرة معليست الدالة                

 : لا توجد    المحاذيات   ❹             

  النهايات ونقط الانقلاب   ❺          

                                                              - 3( 1 – x )
 2 

3(1- x)
 2

 (-1 ) 
 
=

 
    =f '(x)    

    f  '(x)=  0نجعل                     

          1 = x           0 = 1- x 
 

          0 = ( 1- x )
2

            3 - ÷    0  =- 3(1- x)
 2

 

            ( 1
 
 نقطة حرجة         ( 1 ,  

 
 
 
 

𝑥}      التناقص مناطق            ∶  𝑥 > 1}        ,{𝑥 ∶  𝑥 < 1}   

( 1
 
  نقطة حرجة                  ( 1 ,  

                                                                   -1)  )- 6(1- x)
  

  =f '(x)   

    f "(x)=  0نجعل             

                     x  = 1               0  = 1- x               6      ÷0   =6 (1- x) 

               ( 1
 
 نقطة مرشحة         ( 1 ,  
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𝑥}              قعر  مناطق الت            ∶  𝑥 < 1}         
𝑥}             حدب   مناطق الت                    ∶  𝑥 > 1}    

          ( 1
 
  نقطة انقلاب                                                         ( 1 ,  

          نقط اضافية    ❻        

       
     
 
 

 بالاستعانة بالتفاضل ارسم  منحني الدالة                  

             

                                                                        
𝟑𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
      =f  (x)        

 R / {  -  1 }=   اوسع مجال للدالة  ❶          

                          التناظر   ❷          

             لا ينتمي الى مجال الدالة  1-)ينتمي الى مجال الدالة ولكن )  1    ∵              

                     المنحني غير متناظر مع محور الصادات ولا مع نقطة الأصل    ∴            
      

  نقاط التقاطع  ❸          

i.      عندماx
 
  = 0             

 3(0)−1

0+1
 
=  

 −1

 1
 =  -1                    =f  (0)   

               ( 0
 
 مع محور الصادات                   ( 1- ,  

ii.      عندماy
 
  = 0     

3𝑥−1

𝑥+1
 = 0                                                     

              x  = 
1

3
               3x  = 1            3x

  
 -1 =0     

                       (
1

3
 
 مع محور السينات           ( 0 ,  

     المحاذيات   ❹        

i.            محاذي عموديx
 
  =  - 1             

 
            x + 1

 
  = 0             

 
     

   

ii.      محاذي افقي                                               y 
  = 3               
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  النهايات ونقط الانقلاب   ❺      

                                                             
(𝑥+1)(3)−(3𝑥−1)(1)

(𝑥+1)2   =f '(x)    

                                             
4

(𝑥+1)2  =   
3𝑥+3 −3𝑥+1

(𝑥+1)2  = 

    f  '(x)=  0نجعل             

                                       0 4 ≠                    
4

(𝑥+1)2 = 0 

 لا توجد نهايات           
 
 

       

𝑥}     التزايد   مناطق            ∶  𝑥 > −1}        ,{𝑥 ∶  𝑥 < −1}   

                                                                         (𝑥 + 1)−2 4  =f '(x) 

                                                    
−8

(𝑥+1)3    =(𝑥 + 1)−3  - 8  =f "(x) 

    f  " (x)=  0نجعل         

                                                0 8 ≠                 0  = 
−8

(𝑥+1)3 

 لا توجد نقط انقلاب  ∴        
 

            

𝑥}              قعر  مناطق الت            ∶  𝑥 < −1}         
𝑥}             حدب   مناطق الت                     ∶  𝑥 > −1}    

 
 

          نقط اضافية    ❻     
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 باستخدام معلوماتك في التفاضل ارسم المنحني                

             

                                                                        
 𝒙𝟐

𝒙𝟐+𝟏
      =f  (x)        

    R=   اوسع مجال للدالة  ❶          

=   f  (x)                التناظر   ❷          
 𝑥2

𝑥2+1
     = 

 (−𝑥)2

(−𝑥)2+1
      =f  (-x)      

                                                                                             f  (x)     =f  (-x)                

   متناظرة مع محور الصادات لانالدالة   ∴            
                                     f  (x)        =  f  ( - x )   

  نقاط التقاطع  ❸          

i.      عندماx
 
  = 0                             

 0

0+1
 
= 0                    =f  (0)   

               ( 0
 
 مع محور الصادات         ( 0 ,  

ii.   عندماy
 
  = 0      

                                0 = 𝑥              0 = 𝑥2             0   =
 𝑥2

𝑥2+1
    

              ( 0
 
 مع محور السينات          ( 0 ,  

     المحاذيات   ❹          

               محاذي عمودي        لا يوجد      
 

𝑥2 +1 ≠  0دائما          
 
            

 
      

 y                                               محاذي افقي               
  = 1             

  النهايات ونقط الانقلاب   ❺          

                                                                   
(𝑥2+1)(2𝑥)−𝑥2(2𝑥)

 (𝑥2+1)2   =f '(x)    

                                             
2𝑥

(𝑥2+1)2     =
2𝑥3+ 2𝑥−2𝑥3

(𝑥2+1)2  = 

    f  '(x)=  0نجعل             

                        0 𝑥 =               0 2𝑥=                    
2𝑥

(𝑥2+1)2 = 0 

             ( 0
 
 نقطة حرجة           ( 0 ,  

 
 

𝑥}     التزايد   مناطق                  ∶  𝑥 > 0}       

𝑥}        مناطق التناقص                 ∶  𝑥 < 0}   

                    ( 0
 
 نقطة نهاية صغرى محلية            ( 0 ,  
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(𝑥2+1)  2(2)− (2𝑥)[ 2 (𝑥2+1)2𝑥] 

 (𝑥2+1)4   =f "(x)   

       
  2 −6𝑥2  

 (𝑥2+1)3       =
2𝑥2+2 −8𝑥2  

 (𝑥2+1)3    =
(𝑥2+1)  [ 2 (𝑥2+1)−8𝑥2] 

 (𝑥2+1)4  = 

   f  " (x)=  0نجعل            

        
 2

6
 𝑥2 =           6𝑥2= 2             0    =2 − 6𝑥2               

  2 −6𝑥2  

 (𝑥2+1)3   = 0 

                                                        ±  
1

√3
 𝑥   =                

1 

3
 𝑥2 = 

                                                
1

4
   =

1
3

1
3

+1
 =  

1
3
4
3

 
    =  

( 
1

√3
)

2

( 1
√3

)2+1
      =f  (x) 

     (
1

4
  ,

1

√3
    (  ,    )

1

4
  ,−

1

√3
 (      نقط مرشحة   
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 باستخدام معلوماتك في التفاضل ارسم المنحني                

             

                                                                        
 𝟏

𝒙       =f  (x)        

    R / {0}=   اوسع مجال للدالة  ❶          

=   -  f  (x)                                     التناظر   ❷          
 1

−𝑥        =f  ( - x )      

   لان نقطة الأصلالدالة متناظرة مع   ∴            
                                        f  (x)      -  =  f  ( - x )   

  نقاط التقاطع  ❸          

i.      عندماx
 
 لا ينتمي الى مجال الدالة  .       0 =  

 لا توجد نقاط تقاطع مع محور الصادات                       ∴    
 

 
ii.   عندماy

 
  = 0      

                                                    0  ≠ 1              0   =  
 1

𝑥  

 لا توجد نقاط تقاطع مع محور السينات                       ∴              
 

 

     المحاذيات   ❹          

i.            محاذي عموديx
 
  = 0         

ii.               محاذي افقيy
 
  = 0      

           

                         الانقلاب النهايات ونقط   ❺          
-1

 x =
 1

𝑥       =f  (x)              

                                                   
 

     
 1

𝑥2         =  
- 2

 x-    =f ' (x)    

    f  '(x)=  0نجعل                 

                                               0  ≠  -1                  
− 1

𝑥2  = 0 

   لا توجد  نهايات                     
     

 
 

𝑥}        التناقصمناطق                  ∶  𝑥 > 0}      ,        {𝑥 ∶  𝑥 < 0}   

                    

                                       
 2

𝑥 3
             =

- 3
 x 2    =f " (x)                            

   f  " (x)=  0نجعل                       

                                               0  ≠  2                    0  =   
 2

𝑥 3
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 لا توجد نقط انقلاب    ∴            
 
 

 
𝑥}              قعر  مناطق الت             ∶  𝑥 > 0}         

𝑥}             حدب   مناطق الت                     ∶  𝑥 < 0}    

           نقط اضافية    ❻            
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 تطبيقات عملية على القيم العظمى او الصغرى   
 

 لحل هذه المسائل نتبع الخطوات التالية                              
 . نرسم مخططا للمسألة إن امكن  ❶ 

 .  نعين الأجزاء المهمة في المسألة ❷ 

 ونحدد مجالها على ان تكون في نكون الدالة المراد ايجاد قيمتها العظمى او الصغرى  ❸ 

   متغير واحد        

 اذا كان المجال فترة مغلقة نجد الأعداد الحرجة وقيم الدالة في اطراف الفترة في   ❹ 

 الأعداد الحرجة          

 ايها اكبر هي القيمة العظمى وايها اصغر هي القيمة الصغرى   ❺  

 
 

 جد العدد الذي اذا اضيف الى مربعه يكون الناتج اصغر ما يمكن                        

 
    xليكن العدد   =           

مربع العدد  =  ∴      
2

 x    
                          

 
                                              

2
 x    +x f (x)  =  

                                                                        x 2  +1   f ' (x)  = 
 f  '(x)=  0نجعل            

                               -1/2  =x                -1  =x 2                     0  =x 2  +1    

                                                                             2      f " (x)  = 

                                                                   0    <2      f " ( -1/2)  = 

 x=  1/2 -   للدالة نهاية صغرى محلية عند   ∴      

 1/2-العدد  =   ∴      

     
 
 
 
     

 وحاصل ضرب أحدهما في مربع الأخر أكبر ما يمكن  ؟  75جد عددين موجبين مجموعهما          

 

 𝑥=   ليكن العدد الأول          

 𝑦العدد الثاني      =            
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                                               1)  ............ )                                =  𝑥2 𝑦  M 

       y = 75 – x   =x + y ⟹   75( .............                         (2  (1)     نعوضها في  

                                                                M = x 
2 
( 75 – x )    = 75x

 2
 – x

 3
 

                                                                                        '  = 150 x - 3 x 
2

 M 

 M  ' = 0نجعل       

                                                  0 = 50 x - x 
2

     0 = 150 x - 3 x 
2
         ÷ 3     

                                         0 = x ( 50 – x)                                           

  x = 0    :either                         تهمل                                                               

                                                                                           x = 50    or  : 
 

                                                                " =  f  " (x) = 150  - 6 x  M 

                       0   > =  -  150 = 150  - 300      f  " (50 ) = 150  - 6 (50) 

    x = 50للدالة نهاية عظمى عند      ∴        

        50=   العدد الأول  ∴             

 العدد الثاني     ∴            
                                                    y = 75 - 50                                y    = 25  

  
 
 
 
     

 وذلك بقص cm 12) صنع  صندوق مفتوح من قطعة نحاس مربعة الشكل طول ضلعها )          

 متساوية الابعاد من اركانها الاربعة ثم ثني الاجزاء البارزة منها ,  مربعات  ةاربع                

 ؟ ما هو الحجم الأعظم لهذه العلبة                  

 

 
                                                    V = ( 12 - 2 x) ( 12 - 2 x ) ( x ) 

                                                     )   (x) ( 144 - 48 x  + 2 x 
2

 V = 

                                                = 144 x  - 48 x 
2 
+ 4 x 

3
  V = f  (x)  

                                                =  144   - 96 x 
 
+ 12 x 

2
  V' = f ' (x) 

 f  '(x)=  0نجعل                                                     

                                                   12   ÷   144   - 96 x 
 
+ 12 x 

2 
 = 0    

                                           12   - 8 x 
 
+  x 

2 
 = 0                      

                                                              x 
2
  - 8 x  + 12

 
  = 0 

                                                               ( x -2 )   ( x  - 6 )  = 0           
                                                          x  = 2                     x - 2 = 0    :either  

                                                           x  = 6                    x - 6 = 0    or  : 
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 f ' (x)اشارة          

 
                                                                    x  = 2      محلية  عند   للدالة نهاية  عظمى  ∴   

                                                                     V = ( 12 - 2 x) 
2
 ( x ) 

                                      ( 64) ( 2) = 128 cm 
3

    =V = ( 12 - 4) 
2
 (2) 

  
 
 
 
     

 جد مساحة اكبر مثلث متساوي الساقين يمكن ان يوضع داخل دائرة نصف قطرها        

                 (12 cm)   ثم برهن ان نسبة مساحة المثلث الى مساحة الدائرة كنسبة
  𝟑√𝟑  

𝟒𝝅
 

 
             

                                        (…………(1    2x ) h  =  x h  )
 1  

2
 A =                                      

                                                                            x 
2
 + ( h - 12) 

2
  = 144  

                                                                x 
2
 + h

2
 - 24 h  + 144   = 144 

                                                                           x 
2
 =  24 h  - h

2
           

                                               2) )    ............      𝑥 = √24ℎ − ℎ2 

 1)نعوض في )                                                 

√  24ℎ3 − ℎ4               =  √ ℎ2(24ℎ − ℎ2)      =√24ℎ − ℎ2   h   =   x h  A =   

                                          

  72ℎ2−4ℎ3  

2 √24ℎ3−ℎ4
  =   A ' = f ' (h)        √  (24ℎ3 − ℎ4)    = 

  'A=  0   نجعل            

                    4   ÷      0  =  72ℎ2 − 4ℎ3                0  =   
  72ℎ2−4ℎ3  

2 √24ℎ3−ℎ4
 

                                      0   =  18ℎ2 − ℎ3 

                              0   =       ℎ2(  18  − ℎ ) 

     ℎ            0   =       ℎ2    either       =   0يهمل                                       

                                          18   =       ℎ            0   =       ℎ − 18    0r     
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 ) الارتفاع(  h = 18   للدالة نهاية عظمى عند ∴      

                    √ 18( 24 − 18 )  =    √ ℎ( 24 − ℎ )  =     𝑥 = √24ℎ − ℎ2 

                              6√ 3 cm  =                    √ 108  =         √ 18(6)  = 

cm           =   2𝑥   3√12           طول القاعدة                          = 2(6√3) 

                    
3√ 3   

 4𝜋  
 =   

6√ 3   (18)

 𝜋(12)(12)
    =    

𝑥ℎ

𝜋𝑟2   =   
  مساحةالمثلث

  مساحة الدائرة
 

  
 
 
 
     

 وارتفاعه  (cm 24)جد  بعدي اكبر مستطيل يمكن ان يوضع داخل مثلث طول قاعدته                  

                  (18 cm) بحيث ان راسين متجاورين  من رؤوسه تقعان على القاعدة والرأسين  الباقيين 

  تقعان على ساقيه .                            

 

                                                     (1 ............ )              x y  A =   

من التشابه                                                                                                     
18−𝑥

18
  =

𝑦

24
  

 
                                                                             18 y = 24 (18- x )  

 

                                                                                      y = 
24

18
 (18- x )   

                                                            = 
4
3

 (18- x )         ………. (2 )  y  

  ] x                         1)نعوضها في  )          
4

3
 ( 18 - x ) ]                        A = 

                                                       
4

3
 (18 x – x

2
 )                            A =    

                  
4

3
 (18  – 2 x )                                                    =f ' (x)   =A'                                                                            

          'A=  0   نجعل           

                                                      
3

4
            ×0  = 

4

3
 (18  – 2 x )     

                                                                      0  = (18  – 2 x )     
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                                            9  =  x              18 2 x =  

 
     

 ويمثل البعد الأول   x = 9للدالة نهاية عظمى عند   ∴        

 =البعد الثاني                                          
4
3

 (18- x )         ………. (2 ) y      

            12 cm   =3  = 
4
3

 (18- 9 )  = 
4
3

 ( 9 )     =    4 ×                       

 
 
 
 
     

 .    cm 𝟑√4جد ارتفاع اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل كرة نصف قطرها                         

  

                ( 2h)                   V = 2 𝜋 r 
2 
h      ……….( 1)              r 

2
 V = 𝜋 

                                                                                         h 
2 
 +  r 

2 
   =

2
   (4√3 (         

                                                                                  (2)      ........48 – h 
2
 = r 

2
 

       (1 )نعوضها في                                                                           

                                                                       h                (48 – h 
2

  )V = 2 𝜋   

                                                                                              (48h – h 
3

 )V = 2 𝜋                         

                                                                                       (48  –3 h 
2

  )V '  = 2 𝜋  

   =  ' V    0نجعل                                                                         

                                                                       0        ÷ 2π=   ( 48  –3 h 
2

 )   2 𝜋 

                                                                        ÷ 3        0 =48  –3 h 
2     

       

                                                                                      0 =    16 – h 
2

   

                                                                     h = 4 cm                 

  
 
 
 

  h = 4 cmللدالة نهاية عظمى عند   ∴        

       2h     =4 × 2    =8 cmالارتفاع  =             
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 .    cm 𝟐√4  نصف قطرها   بعد اكبر مستطيل يوضع داخل نصف دائرة جد                      

   

                                                               ………..   (1)    A = 2𝑥 𝑦  

                                                                     y 
2 
= (4 √2) 

2
  +𝑥 

2
      

                                                                  y 
2
  =  32 −  𝑥2    

                                                  (    ……….(2     y  = √32 −  𝑥2    

 1)نعوضها في )                    

              = 2 √32 𝑥2 −  𝑥4      = 2 √ 𝑥2 (32 −  𝑥2 )    A  = 2𝑥  √32 −  𝑥2   

                                                                                A ' =   
 2(64 𝑥−4𝑥3)

2 √32 𝑥2 − 𝑥4 
 

 =  ' A    0نجعل        

                                                       4                 ÷ 0   =64 𝑥 − 4𝑥3       

                                        0  ( =0              𝑥  ( 16 - 𝑥2    =𝑥3 𝑥 -  16  

either    :   𝑥       يهمل                                                                      = 0 

                  or        16 - 𝑥2 = 0               𝑥2 = 16               𝑥    = 4         

            

 

 

 

 x = 4 cmللدالة نهاية عظمى عند  ∴    

  cm   =   4      ×2     =2x 8                             الطول       الابعاد       

32√   العرض                    − 16  = √16 = 4 𝑐𝑚                  : y =   
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 .    cm 𝟐√8   اكبر مساحة لمثلث متساوي الساقين طول كل من ساقيه  جد                      

   
                                             

                                                                         A = ½   (2𝑥) ℎ    

                                                               (1)     .............A =  𝑥 ℎ 

                                                                             
2

  (8 √2)     =h 
2

  +𝑥 
2

                   

                                                                             128     =h 
2

  +𝑥 
2

     

                                                                           𝑥2 128  -     =h 
2

 

                                              (2)  …………..    h   =   √128 −  𝑥2 

   (1)نعوضها في              

                                                                     A =  𝑥   √128 −  𝑥2 

                                                             A =    √ 𝑥2 ( 128 −  𝑥2) 

                                                          A =     √   (128   𝑥2 −  𝑥4)  

                                                        A ' =    
256 𝑥−4𝑥3

2√   (128   𝑥2− 𝑥4)
     

 A ' = 0نجعل             

                                                                     0    =
256 𝑥−4𝑥3

2√   (128   𝑥2− 𝑥4)
                    

            0    =𝑥3 - 64 𝑥                    ÷ 4         256 𝑥 − 4𝑥3 = 0 

                                                                      0   ( =
2
 64 - 𝑥  )𝑥 

      :  𝑥 either=                     0يهمل                                                                  

           8         =𝑥                         64    =𝑥 
2

               64  =0 or  :     𝑥 2
 – 

 

 

                             

 

 x = 8 cmللدالة نهاية عظمى عند  ∴

                                                            h  = √128 − 64  =  √64  = 8 

                                                               (8)(8) = 64 cm
 2
     =A =  𝑥 𝑦 
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  cm 8جد  ابعاد اكبر اسطوانة  دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه                

 .  cm 12وطول قطر قاعدته                               

  
                                                          (( 1        ...............r 

2 
h   𝜋 V =  

   من   تشابه المثلثين                 

                           
8(6 − 𝑟 )

6 
   h =               (6h = 8 ( 6 - r              

6 − 𝑟

6 
  = 

ℎ

8 
      

                                                                 …………(2)   (6 − 𝑟)   
4

3
   h = 

       (   1)  نعوضها في     

                                    r 
2 
[  

4

3
 (6 –r) ]     =  

4𝜋
3 

  [ 6 r
2
 –  r

 3
 ]   𝜋  V = 

                                                                       V '  =  
4𝜋
3 

  [ 12 r – 3 r
 2
 ] 

   = ' V 0نجعل                                                               

                                                     
4𝜋

3 
       ÷              0  = 

4𝜋

3 
 (  12 r – 3 r

 2
) ]    

                                                            3  ÷0                         12 r – 3 r
 2
   =                   

                                                                      4 r –  r
 2
  = 0    

                                                                         r ( 4 – r)   = 0              

       either   :   r  = 0    تهمل                                                                        

                                                     or  :   r = 4                                                   

  
 
 
 

 نصف قطر الاسطوانة     r = 4 cmللدالة نهاية عظمى عند   ∴        

 cmارتفاع الاسطوانة                     
8

3
        =(2)   

4

3
         =(6 − 4)   

4

3
   h =         
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 خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة  طول قاعدته ضعف طول عرضها فإذا  كانت           

 يكون  . جد أبعاد الخزان لكي cm 3 (108 ) مساحة المعدن المستخدم في صناعتها               

 حجمه اكبر ما يمكن علماً ان الخزان ذو غطاء كامل ؟                   

  

                                                          (1)    ...........V =  2 𝑥 
2
 h       

 

                                                                    (A = (4 𝑥 + 2𝑥 )ℎ + 2(2 𝑥2 

                     54 = 3 𝑥 h + 2 𝑥 2
                   ÷ 2      108 = 6 𝑥 h + 4 𝑥 2

  

                                                                                3 𝑥 h     =54 - 2 𝑥 2
   

                                                            2)        ...... )       h =  
54 − 2 𝑥2

3𝑥
 

 1)نعوضها في )                    

                   (    (54 𝑥 – 2 𝑥 
3

 
2

3
    =V                 ( V =  2 𝑥 

2
 ( 

54 − 2 𝑥2

3𝑥
   

                                                                        ( ( 54 – 6 𝑥 
2 

  
2

3
 V ' =      

  V ' = 0نجعل            

                                                     
2

3
     ÷       0    = ( 54 – 6 𝑥 

2 
)  

2

3
       

                   0 =9 –  𝑥 2  
                  6               ÷0     =( 54 – 6 𝑥 

2 
) 

                                                3     =  𝑥  
                   9 =  𝑥 2  

   

 

 

                                 

 

 𝑥  =     3 للدالة نهاية عظمى عند   ∴                                                      
  

                                                          =  4     
54 − 18 

 9
  =  

54 −2 (3)2

 3(3)
   h =    

 𝑥 =  2(3) =  6 cm 2     الطول   الأبعاد  :                                                           

   𝑥 = 3 cm     العرض                                                                 

  ℎ = 4 cm       الارتفاع                                                               
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 اثبت انه عندما يكون مجموع مساحتي   cm 60 مجموع محيطي دائرة ومربع يساوي       

 الشكل اصغر ما يمكن فان طول قطر الدائرة يساوي طول ضلع المربع .             

  
    
 = A      مساحة الدائرة + مساحة المربع                                                  

                                  1) .................... )                 2 r 
2
 + x π   A = 

                     𝒫 =       +  محيط المربعمحيط الدائرة                                                          
                 r  +  2 x π   30 =                  2   ÷       r  +  4 x π  2 60 =  

   2)............. )     (2 x r  =  
1

𝜋
 ( 30  -                          r  =  30  - 2 x π    

   (  (1نعوض  في     

   ]
 

 ( 4 x 
2

 + 1

 𝜋2 ( 900 - 120 x [ + 𝜋  x
 2  =        ]

 2
 (2 x  1

𝜋
 ( 30  -  [ + 𝜋  x

 2 A =  

                  
                            

 (4 x 
2

  + 1

 𝜋  ( 900 - 120 x ( +  x
 2  A =                  

                                     
 

 (  8 x  + 1

 𝜋   ( - 120   +    2x
   = A'         

= [ A'                        𝜋   0 =  0نجعل       
 

 (  8 x  + 1

 𝜋   ( - 120   +    2x
  [  

                  0  =
 

   4 x +- 60    x 𝜋                 2  ÷   0  =
 

  8 x +- 120    2x 𝜋   

           طول الضلع               
60

 𝜋 +4
   =  x                                            60   =

 
   4)   +  x ( 𝜋   

     (   
30 𝜋+120−120

 𝜋 +4
   

1

𝜋
 (    = (-  

120

 𝜋 +4
   

1

𝜋
 ( 30   =    (2  

60

 𝜋 +4
 r  =  

1

𝜋
 ( 30  -     

                                      
30

 𝜋 +4
  r  =                         (   

30 𝜋  

 𝜋 +4
   

1

𝜋
 (    =  

طول ضلع المربع                  
60

 𝜋 +4
       =

30

 𝜋 +4
   2    =2 r  قطر الدائرة      = 

  
 

                                                          x 
                                       r 

 

                                                                     x 
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 بحيث يكون اقرب ما يمكن    y2  - x 2  =3جد نقطة او نقاط تنتمي للقطع الزائد           

 ( 4 , 0) للنقطة                         

 

                            

                              NP =√(𝑥2
 − 𝑥1

  )2 + (𝑦2
 − 𝑦1

  )2 =S  

                                      √(𝑥 
 − 0 )2 + (𝑦 

 − 4 )2=          S 

                   1)........... )    √(𝑥2
 
 
+ 𝑦2 − 8𝑦 + 16 =           

                   ( …........ (2                y2  - x 2  = 3   
                                                 x 2  = y2  - 3   

   ((1 نعوضها في                  

        √ 2𝑦2
 
 
− 8𝑦 + 13      =√ 𝑦2

 
 
− 3 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16 =   S              

                                                       
4𝑦−8

2√𝑦2−8𝑦+13
  =   S '              

 ' S   =0     نجعل           

                    4        ÷4y – 8 = 0                0   =
4𝑦−8

2√𝑦2−8𝑦+13
 

                   y = 2                                            y – 2 = 0                 
 
 
 

               

  y = 2   للدالة نهاية صغرى محلية عند ∴                                                 
                                                         x 2  = (2)2  - 3 = 4 – 3   

                                                     x   = ± 1              x 2  =  1 

   (2 , 1 )  (    ,    2 , 1-)    النقط                                                      
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 ومحور   x 2      =f (x) - 12  اكبر مستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة بالدالة       

 والرأسان الاخران على محور السينات ثم جد محيطه جد بعدي السينات , رأسان من رؤوسه على المنحني       

                         

                                1) .................... )                    2 x y   A = 
                                 2) ................. )    12 - x 2      y  =  =  f (x)    

   = x  (12 - x 2   A 2  )                 ((1نعوضها في                          

                                                                  24 x  - 2 x 3   A =   

                                                                 24 - 6 x 2   A' =   

   = 'A 0نجعل                         

                                                       6           ÷0 = 24 - 6 x 2 

            2  =   x                         4  =   x 2                    0 = 4 -  x 2 

      
 
 

 x = 2   محلية عند عظمىللدالة نهاية  ∴       

                                                               8     =  12   - 4     y =   

  x = 2(2) = 4 2    الابعاد     :   الطول          

   = y    8العرض                          

     P = 2 ( 2x + y ) = 2 ( 4 + 8 ) = 24           وحدة الطول           
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 والذي يصنع مع المحورين في الربع  الأول  (  6,8)  جد  معادلة المستقيم الذي يمر بالنقطة      

 اصغر مثلث        

                       

                                1) .................... )                     
1

2
 x y   A = 

  من التشابه       

     ((2     ........
8𝑥

𝑥−6
     =y             y (x -6 ) =  8 x                  

𝑥−6

𝑥
 = 

8

𝑦
     

    1)نعوضها في )      

                                                   
4𝑥2

𝑥− 6
  =     (   

1

2
 x ( 

8𝑥

𝑥− 6
   A =  

      
  4𝑥2− 48𝑥    

 (𝑥− 6)2  =  
  8𝑥2− 48𝑥 − 4𝑥2  

 (𝑥−6)2    =   
 ( 𝑥 − 6) 8𝑥 − 4𝑥2 (1)

 (𝑥− 6)2   A' = 

 

=    A' =0                                       0   نجعل      
  4𝑥2− 48𝑥    

 (𝑥 − 6)2 

             0     =𝑥2 − 12𝑥                      4          ÷0     =4𝑥2 − 48𝑥   

                                                               0     =𝑥  ( 𝑥 − 12)       
𝑥=     0           يهمل                                            either                   

                           𝑥  = 12                          0     =𝑥  − 12  or                    

   
 
 

 x = 12   محلية عند صغرىللدالة نهاية  ∴              

 

 ( 8 , 6 )       ,   ( 0 , 12 )النقاط 

                                      
−4

3
  =   

𝑦− 8

𝑥− 6
                                     

𝑦1− 𝑦2

𝑥1− 𝑥2
  =   

𝑦− 𝑦1

𝑥− 𝑥1
 

 

                     3y -24 = - 4x + 24                                           
0− 8

12− 6
  =   

𝑦− 8

𝑥− 6
 

   

               3y - 24+4x - 24 =0                                                     
 − 8

  6
  =   

𝑦− 8

𝑥− 6
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                               4x  + 3y - 48 =0  معادلة المستقيم                       

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

                                            
   
 
 
 
 

                                                       

       

 



                       الرياضيات  

 السادس العلمي   
                    

  حسين عبد زيد خلف
     

 الفصل الرابع 

 

 
                         تطلب من   

 مقابل غرفة تجارة النجف –شارع الكوفة  -النجف الأشرف الحنانة                    

                                                    بإدارة                        



     

 1 الصفحة    
 

الفصل الرابع  التكامل –  
                      

 -: ايجاد القيمة التقريبية لمساحة منطقة مستوية    

 
                                 

y  ≤  √𝑥 , 5 {             لتكن             − 1 ≤ A = { (x , y ) : 2≤ x  
 A  المنطقة لمساحة تقريبية قيمة اوجد                                

 
                                                 A1= (5-2) (1) = 3 

                                                 A ' 1= (5-2) (2) = 6 

                                   
9 

2
   =

3+ 6 

2
    =A = 

𝐴1+ 𝐴1
′  

2
 

                                                      A = 4.5 unit 2 

 
    

                                      
                                        A1  اكبر منطقة مستطيلة داخل المنطقةA   قاعدتهاx=2  

 . A ⊇ A1حيث  m=1وارتفاعها   x=5الى                                     
 

                                    A '1 المنطقة  خارج منطقة مستطيلة صغراA   قاعدتهاx=2  
 .  M=2وارتفاعها   x=5الى                                     

                                        ∵    A '1  ⊇ A ⊇ A1 
 .   A '1مساحة المنطقة  ≥  Aمساحة المنطقة  ≥ A1مساحة المنطقة  ∴               

 = Aتساوي     Aالقيمة التقريبية لمساحة                                      
𝑨𝟏+ 𝑨𝟏

′  

𝟐
 

   
                                      

                                        A1  التي ارتفاعها يساوي اصغر قيمة منطقة مستطيلة هي 
 ( (mونرمز لها بالرمز  [a .b] فيللدالة                                     

 
                                    A '1  التي ارتفاعها يساوي اكبر قيمة منطقة مستطيلة هي 

  ((Mونرمز لها بالرمز [a .b] فيللدالة                                     



     

 2 الصفحة    
 

            m  على هي اصغر قيمة للدالة المستمرة [a .b] 
 [a .b]على هي  اكبر قيمة للدالة المستمرة M و           

 أو عند النقطة الحرجة ان وجدت .  [a .b]نبحث عنهما عند احد طرفي الفترة               
  

 

 y = x لتكن           
2 
    x ≤ 2    :A ={ ( x , y ) ≥1 و                 1+

 Aاوجد القيمة التقريبية لمساحة المنطقة                       
 
                                                     A1= (2-1) (2) = 2 

                                                   A ' 1= (2-1) (5) = 5 

                                       
7 

2
   =

2+ 5 

2
    =A = 

𝐴1+ 𝐴1
′  

2
 

                                                      A = 3.5 unit 2 

 

 

 

   اكبرقة دب مساحة منطقة مستوية    

 اوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة الآتية                       

               y = x 
2 
    x ≤ 5    :A ={ ( x , y ) ≥2 و                 1+

  σ ( 2 )       ,   1 =( 2,3,5) σ  ( 1 ) (2,3,4,5 ) = 2        وذلك باستخدام التجزئة   

         

                            [ 2,3] , [3,5] ⇛  1 =( 2,3,5) σ  ( 1 ) 
                             ( 3 -2) 5  +  (5 -3) 10   A1 + A2 = 

                       =  25   = 5+20    = 5+(2) 10   
                      ( 3 -2) (10)  +  (5 -3) (26)   A '1 + A '2 = 

           = ( 1) (10)  +  (2) (26)                          
                                        =  62  +52   = 10  

             = 43.5 unit 2   
87 

2
   =

25+ 62 

2
    =A = 

𝐴1+ 𝐴1
′  

2
  

 

                           , [4,5]  [ 2,3] , [3,4] ⇛     2 = ( 2,3,4,5) σ ( 2 )    



     

 3 الصفحة    
 

       +  (5 -4) (17)  ( 3 -2) (5)  +  (4 -3) (10) A1 + A2 + A3 = 
                                    =  32  +17    5 +10  = 

      +  (5 - 4) (26) (3 -2) (10)  +  (4 -3) (17) A'1 + A'2 + A'3 = 
                                     =  53 +26 +17  10  = 

                     = 42.5 unit 2   
85 

2
   =

32+ 53 

2
  = A  

                                  
   

                                      
 من الفترات  nان نجزئها الى واردنا   [a .b]اذا كانت                                          

= المنتظمة فان طول الفترة                                     
𝑏− 𝑎 

𝑛
   

 
 فان الفرق بين مجموع مساحات المناطق  نلاحظ انه كلما زادت نقاط التجزئ                       
 يقل  Aومجموع مساحات المناطق المستطيلة خارج     A المستطيلة  داخل                        
  تصبح اكثر دقة   Aتدريجيا فتكون القيمة التقريبية لمساحة المنطقة                        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



     

 4 الصفحة    
 

 امي  اللييا االمجامي  السفي  المج       

  [a .b] مستمرة على f  : [a .b] ⇒ R   الدالة             

  ) A     (  = f  ,σ L   المنطقةنجد مجموع مساحات المستطيلات داخل             

 ) A     (  = f  ,σ U  مجموع مساحات المستطيلات خارج المنطقة ثم نجد        

𝒙∀     نفرض ان     أولا          ∈ [a .b]   ,        0 ≥ ( 𝑥 )   f 

 σ =(  x4  ,x3  ,x2  ,x1  ,x0)                     حيث                 

  ] x1  ,x0  [محصورة في الفترة التي قاعدتها A1 فتكون مساحة المنطقة المستطيلة                   

 اصغر قيمة للدالة في الفترة (  ) m1حيث    m1 ( x0 - x1تساوي  )   m1وارتفاعها                        

 وهكذا.                                  

        (x3 – x4 ) m4 +   (x2 – x3 ) m3 +  (x1 – x2 ) m2  +   (x0 - x1 ) m1     =   ( f  ,σ L ( 

 A   مساحة ≥  ) f  ,σ L )                                      نلاحظ ان                              

\ 

  ] x1  ,x0 [    التي قاعدتها محصورة في الفترة A'1   مساحة المنطقة المستطيلة                    

  قيمة للدالة في الفترة ( اكبر ) M1حيث    M1 ( x0 - x1)   تساوي  M1  وارتفاعها                

    .وهكذا                               

      (x3 – x4 ) M4 +   (x2 – x3 ) M3 +  (x1 – x2 ) M2  +   (x0 - x1 ) M1     =   ( f  ,σ U ( 

 ) f  ,σ  L(  ≤     ( f  ,σ  U )                                   ان حظنلا                           

                                                   )A    ≥        ( f  ,σ  L   مساحة   ≤    ) f  ,σ  U )                          ان نلاحظ                            

 

          افق التجزئة تسااي A  أال قيمة تقريبية لمساحة ∴      
𝐿(σ ,𝑓)+𝑈 (𝜎,𝑓)

2
 

 

𝒙∀               تكون ان  نشترط لا عندما          ثانيا       ∈ [a .b]           ,0 ≥  (𝑥 )   f 

 صفرا  او موجب او  سالب  عدد(  للدالة ممكنة قيمة اصغر)  m يكون ان الممكن من فانه                                 

 صفر او موجب او سالب  عدد  )f  ,σ L )     تكون ان المتوقع من فانه وبالتالي                                     

 صفر او موجب او سالب  عدد  )f  ,σ U )                           وكذلك                                    

 

  نسمي  فإننا لهذا مساحة يقيس لا السالب العدد       ∵                 

                                   ( f  ,σ L(  الاسفل المجموع  

                                 ( f  ,σ U(  الاعلى المجموع  
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           𝒙 5 + 2 =  (𝒙   ) f                    R       ⇒ [ 1 , 4 ]    : f         لتكن                  

     مستخدما ثلاث تجزيئات منتظمة )f  ,σ L(   (   , f  ,σ U )     جد     

  
     

                                                             1     =
3  

3 
       =

 4−1  

3
      =

 𝑏− 𝑎  

𝑛
   h = 

                                        , [3,4]   ,  [2,3] [1,2]  =  [1,4]   

                                                                                        0  <   2   = 𝑓 ′ (𝑥)   
  توجد نقاط حرجة االدالة متزايدة في مجالها لا ∴       
                                                  

                                                      33  =(   𝑓,   𝜎U (     ,  27   =(   𝑓,  𝜎L (    

                              
 

  

                   اذا كانت      
2

 3𝒙 - 𝒙 =  (𝒙   ) f                    R       ⇒ [ 0 , 4 ]    : f           

    تجزيئات منتظمة مستخدما اربعة  )f  ,σ L(   (   , f  ,σ U )     جد     

                                                         1     =
4  

4 
       =

 4−0  

4
      =

 𝑏− 𝑎  

𝑛
   h = 

                                        , [3,4]   ,  [2,3] [1,2]  [0 ,1]  =  [0,4]   

                                                                                                           2x  -   3 = 𝑓 ′ (𝑥)   
 𝑓 ′ (𝑥) =   0     نجعل              

                     [ 1 , 2 ] ∈   
3

2
  = x   ⇛       2 x = 3          ⇛    0= 2x  -   3 

 [ 2 , 1 ] ليفترة  حرجة  ةطليدالة نق ∴                                                  

  M𝑖  hi     hi mi  Mi        mi         h  
 طول الفترة

 [a ,b]  
   

    9 7         5+2(2)=9  5+2(1)=7     1   [1,2] 

11    9   5+2(3)=11 5+2(2)=9     1   [2,3]   

 13       11 5+2(4)=13 5+2(3)=11     1  [3,4]   

    33    27        
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 𝑓 ′ (𝑥)اشارة                  

 
 

                                        6 
1

4
   ( = f  ,σ U(          -2   ( = f  ,σ L( 

   )f   ,σU(       ≤            (f   ,σL)   نلاحظ ان                                       
 

                           
 
 

  

      f  ,σ L(   (   , f  ,σ U(         R       ⇒ [ -2 , 1 ]    : f )        او جد  كل من           

                    3 - 𝒙 =  (𝒙   ) f           

 

                [-2 , 0 ] , [ 0 , 1 ]  =( ( -2 , 0 , 1 = σ 
                                                  0  >-1   =𝑓 ′ (𝑥) 

     في مجالها ة حرجة االدالة متناقصةطتوجد نق لا ∴          

 
        

 
 

  M𝑖  hi     hi mi  Mi        mi          hi   [a ,b]    

    2 0             2  0         1   [0,1] 

2  1/4    2     9 / 4      2         1   [1,2]   

   2       0         2      0 1       [2,3]    

 0        - 4 0              - 4     1  [3,4]   

   6 1/4    -2     

  M𝑖  hi     hi mi  Mi        mi         hi      [a ,b]   

   10       6         5      3 2       [-2,0]    

 3         2    3              2     1  [ 0,1]   

   13        8       
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  منتظمة جزئية فترات ثلاث الى [ 1 , 2-] الفترة تقسيم     

                                  1   =  
3  

3 
     =  

 1−(−2)  

3
    =  

 𝑏− 𝑎  

𝑛
   h = 

                         [ 0 , 1 ]  , [-1 , 0]   ,  [-2 , 1 ] = [ -2 , -1 ] 
       

 
 
 
 
 
    
 
 
 

     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       

  M𝑖  hi     hi mi  Mi    mi    hi   [a ,b]   

 5     4   5  4     1   [-1,-2] 

 4     3   4  3     1   [-1 ,0]   

3    2   3 2       1  [0 ,1 ]   

  12     9       
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 التكامل                    
  فانه يوجد عدد  [ a , b ]   دالة مستمرة على الفترة   R       ⇒ [ a , b ]  : f  أذا كانت     

  .فان  [ a , b ] للفترة     σ     بحيث لاي تجزئ     K   وحيد          

                                      ( f  ,σ U( ≥  K ≥      ( f  ,σ L(            
    [ a , b ]    على    f       التكامل المحدد للدالة   K  نسمي العدد    
                          

d x                      ونرمز له         
 

  (𝒙   ) 𝒇            ويقرأ التكامل من   a    الى      b للدالة   𝒇 

 حدي التكامل a       ,   b     ونسمي        

 

 

 

  فان [ a , b ]  على مستمرة دالة  𝒇   كانت اذا                                                               

 

                                          ( f  ,σ U( ≥    d x
 

  (𝒙   )       𝒇   ≥    ( f  ,σ L(  
             

 وتكون القيمة التقريبية  للتكامل      

                                                        
𝐿(σ ,𝑓)+𝑈 (𝜎,𝑓)

2
     =      d x

 
  (𝒙   )   𝒇 

                   

𝒙∀     اذا كانت                       ∈ [a .b]             0  ≥  (𝒙   )   𝒇 

 

d x      فان    
 

  (𝒙   )   𝒇          المنطقة مساحة يعطي A   المنحني تحت  𝒇  سالب غير عدد وهو  

 

𝒙∀                             اذا كانت               ∈ [a .b]                    0  ≤  (𝒙   )   𝒇 
                              

d x   ≤  0           فان                
 

  (𝒙   )   𝒇                 وهذا لا يدل على المساحة  

 

d x |                             اما المساحة تساوي        
 

  (𝒙   )   𝒇          |  =  d x
 

  (𝒙   )   𝒇          - 
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d x  قيمة ان                              
 

  (𝒙   )   𝒇         الفترة على تتوقف    [ a , b ]  الدالة وعلى   (𝒙   )   𝒇  

 

d x        تشير حيث                             
 

 x      للمتغير قيمتان      b , a    التكامل حدي الى 

    

  

  

 𝒙         لتكن                  
2 =  (𝒙   ) f                        حيث         R       ⇒ [ 1 , 3 ]    : f           

d x              للتكامل  التقريبية القيمة جد     
 

 
2

 𝒙                تجزئتين الى [1,3] الفترة جزئت اذا  

 

  

      f  الحدود كثيرة  [ 3 , 1 ]    الفترة على مستمرة  دالة      

                                              2 x  =  (𝑥  )'    𝒇 

 𝒇    '(  𝑥)  0 =     نجعل           

                                                                            = 0    x            ⇛             = 0   2 x 

   0 ∉   [ 3 , 1 ]  وإن x    0 =   عند حرجة نقطة للدالة  ∴  

                                                                1   =  
2  

2 
     =  

 3−1  

2
    =  

 𝑏− 𝑎  

𝑛
   h = 

                                                                 [2 , 3]     ,[ 1,  3 ] = [ 1 , 2 ] 

   

 

      9 =    
18

2
       =        

5+13

2
       =    

𝐿(σ ,𝑓)+𝑈 (𝜎,𝑓)

2
    =  d x

 
 

2
 𝑥     

                                      
 

 
 
 
 
 
 
 

  M𝑖  hi     hi mi  Mi        mi         hi      [a ,b]   

   4         1         4        1 1       [1,2]    

 9         4    9              4     1  [ 2,3]   

   13        5       
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 2𝒙 - 3          لتكن             

  =  (𝒙   ) f                    حيث         R       ⇒ [ 2 , 5 ]    : f           

d x          للتكامل  التقريبية القيمة جد         
 

  (𝒙   ) f       (2,3,5) التجزئة باستخدام σ   

 .  هندسيا تحقق ثم                      

 

                                                    [3 , 5]     ,  [ 2 , 3 ]    =   (2,3,5) σ             

                                                                               0 <2  
  =  (𝒙   ) f ' 

   في مجالها ة حرجة االدالة متزايدة طتوجد نق لا ∴     

 

                                                         12 =  
24

2
     =  

7+17

2
    =       d x

 
  (𝑥   ) f 

   = A منطقة مساحة                                               
1

2
  الارتفاع× (   المتوازيتين  القاعدتين طولي جموعم)   

                                     [ 1+7] (3) = 
1

2
 (8) (3) = 12 unit 2  

1

2
  A= 

=    
 
                         

 

          

d x    للتكامل  التقريبية القيمة جد     
    

3

𝑥
 σ (1,2,3)  التجزئة باستخدام           

             

                                                           [2 , 3]     ,  [ 1 , 2 ]    =(1,2,3)  σ 

                                                                                            𝒙 
-1

  3   = 
3

𝑥
 =  (𝒙   ) f  

                                                                      
−3

  𝑥2 
  =      𝒙 

-2
  - 3     

  =  (𝒙   ) f ' 

  M𝑖  hi     hi mi  Mi        mi         hi      [a ,b]   

   3        1       3        1 1       [2,3]    

14              6 7              3     2  [ 3,5]   

   17        7       
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 𝒇     0  ≠   -3   ⤇   = 0    '(  𝑥)  0 =     نجعل            
−3

  𝑥2 
 

   في مجالها ة حرجة االدالة متناقصة طتوجد نق لا ∴         

                                                            3.5=      
7

2
    =       

2.5+4.5

2
    =   d x

    
3

𝑥
 

 

                  
 

  R       ⇒ [ 1 , 5 ]    :      f         حيث         f(  𝒙)    =   3       لتكن                      
             

d x                        اوجد                                      
 

  (𝒙   ) f 
 
 
 

                                              12 unit 
2

  =    
24

2
  = 

12+12

2
  =     d x

 
  (𝒙   ) f 

                                            
                                          A = (5-1)(3) = (4)(3) = 12 unit 2 

 
 
 
 
 
 
 

  M𝑖  hi     hi mi  Mi        mi         hi      [a ,b]   

   3        3/2       3        3/2 1       [1,2]    

3/2            1 3/2              1     1  [ 2,3]   

  4.5        2.5      

  M𝑖  hi     hi mi  Mi        mi         hi      [a ,b]   

   6        6       3        3 2       [1,3]    

6              6 3              3     2  [ 3,5]   

  12        12      
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 [a,b] مستمرة  على الفترة   بحيث F  فانه توجد دالة [a,b]   دالة مستمرة على الفترة  f إذا كانت

                                            ∀ 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)                (𝒙   ) f F ' (𝒙) =  
 ويكون  

                             (b) – F (a) F  F (𝒙)       =  =  d x
 

  (𝒙   ) f  

 

       [a , b]     وعلى الفترة   f    للدالةالدالة المقابلة  F  تسمى     

 

 

 𝟑𝒙  بحيث    [5 , 1]  دالة مستمرة عي  الفترة  f (   𝒙) إذا كانت                      
2

   F (𝒙)= 

 فجد    fدالة مقابية ليدالة                                             

                                                                         d x
 

  (𝒙   ) f 

 

 

                        = 3(5)2 – 3 (1) 2    3 x  
2

  = d x
 

  (𝒙   ) f  
          

                          75 – 3 = 72  = 
                     

 

 

  , 0]  دالة مستمرة عي  الفترة  f (   𝒙) إذا كانت       
𝝅

𝟐
 هي    fاان دالة مقابية ليدالة      [

       R  ⇛ [0 ,  
𝝅

𝟐
]  F   , 𝒔𝒊𝒏𝒙   F (𝒙)=       فجد    d x

 
  (𝒙   ) f 

 
 

 

                           sin 0    -  sin 
𝜋

2
   =             𝑠𝑖𝑛𝑥   =  d x

 
  (𝒙   ) f 

                          

                                 1 – 0 = 1  = 
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 𝒙اثبت ان        
3 
+2 =    (𝒙   )F                     R  ⇛ [1 , 3]  F        هي 

 3𝒙   هي دالة مقابية ليدالة    
2
    =  (𝒙   ) f 

 

    ∵   𝒙 
3 
+2 =    (𝒙   )F  على للاشتقاق قابلة و مستمرة دالة هي  R  (الحدود كثيرة لانها  ) 

      ∴    F   (3 , 1)  على للاشتقاق وقابلة      [3 , 1]  على مستمرة .                            

                                                                                          𝒙 
3 
+2 =    (𝒙   )F 

                           ∀  𝒙 ∈ (𝟏 , 𝟑 )            (𝒙   )f   𝒙 2 
  
=     3 =   (𝒙   )F ' 

          ∴    F    للدالة مقابلة دالة       f     [3 , 1]       على 
         

 

 

 

 𝒙اثبت ان  الدالة        
  
  

1

2
 sin2 =    (𝒙   )F                     R  ⇛ R    : F          

 cos 2𝒙 هي دالة مقابية ليدالة       
 
    =  (𝒙   ) f                  R  ⇛ R    : f    

  
 cos 2𝒙 𝒅𝒙         ثم ااجد     

 

                                 R  ⇛ R    : f             cos 2𝒙 
 
    =  (𝒙   ) f     ∵ 

 R  على للاشتقاق وقابلة مستمرة الدالة       

                                                                𝒙 
   
       

1

2
 sin2 =    (𝒙   )F                      

 R  على للاشتقاق وقابلة مستمرة الدالة       

                            (𝒙   ) f 𝒙 
 
=   cos2 𝒙 (2)

 
= 

1

2
 cos2 =    (𝒙  )' F                      

        ∴   F للدالة مقابلة دالة هي     f 

                              𝒙 
       

                        
1

2
 sin2  [   = cos 2𝒙 𝒅𝒙     

  

(0) 
 
       

 
 
1

2
 sin  

π

2
 
 
- 

 
  

1

2
 sin (0) 

   
=     

1

2
 sin2  (

π

4
) 

 
-
  
   

1

2
 sin2 

                                                      
1

2
   (0) 

    
=  

1

2
  (1) 

 
-
 

 
1

2
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                               f (   𝒙) هي دالة مقابية ليدالة       F(   𝒙)    اثبت ان  الدالة        

, R  ⇛ [ 0    حيث     
𝝅

𝟔
]    : F           𝒙 sin 𝒙 

 
+    =  (𝒙 )F       

  cos𝒙 1 
 
+    =  (𝒙 )f      حيثR  ⇛ [ 0 ,

𝝅

𝟔
]    : f            (𝒙)𝒅𝒙     f                    

 
 

                          R  ⇛ [ 0 ,
𝝅

𝟔
]    : f            1 +cos 𝒙 

 
    =  (𝒙   ) f       

, 0 ]  على للاشتقاق وقابلة مستمرة الدالة       
𝝅

𝟔
] 

                                                                𝒙 + 𝒙               sin =  (𝒙   )F                      

 R  على للاشتقاق وقابلة مستمرة الدالة       

                                                 (𝒙   ) f   𝒙 + 1    =       cos =  (𝒙   )F '                      

      ∴   F للدالة مقابلة دالة هي     f        

                  

                           sin 𝒙 + 𝒙  [ =   (1+cos 𝒙)𝒅𝒙    =   (𝒙)𝒅𝒙   f       

 

                                           
𝝅

𝟔
 + sin 0 + 0 ) = 

𝟏

𝟐
   )  -  sin  

𝝅

𝟔
 + 

𝝅

𝟔
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 جدال يبين الدالة االدالة المقابية                                   

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 f(  𝒙)  الدالة         F(  𝒙)  مقابلة لها  الدالة ال   

                    𝒙 a                       a 

 

                   
 𝒙𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
 

 

       -1 n ≠       
n
  𝒙      

                 
𝒂 𝒙𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
 

 

-1      n ≠       
n
  𝒙  a   

             
𝒇 (𝒙) ]𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
 

 

-1  n ≠      (𝒙 )' f ] 
n   

.   (𝒙  )f [ 

       
−𝟏

𝒂
 cos  (  𝒂 𝒙 + b )   

   

sin  (  𝒂 𝒙 + b )           

       
𝟏

𝒂
 sin  (  𝒂 𝒙 + b )     

 

cos  (  𝒂 𝒙 + b )           

       
𝟏

𝒂
 tan  (  𝒂 𝒙 + b )    

  

sec 2  (  𝒂 𝒙 + b )           

       
−𝟏

𝒂
 cot  (  𝒂 𝒙 + b )    

  

csc 2  (  𝒂 𝒙 + b )           

                 
𝟏

𝒂
 sec  𝒂 𝒙   

 

sec 𝒂 𝒙 .  tan 𝒂 𝒙            

                
−𝟏

𝒂
 csc  𝒂 𝒙   

csc 𝒂 𝒙 .  cot 𝒂 𝒙            
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                 ااجد كل من التكاملات التالية            

 

   1  =1 − 0    = 0  tan    -   
𝜋

4
  tan  =        𝑥  tan [   =sec 2  𝑥 𝑑𝑥 

 
 

 1 =−(0 − 1)    =( cot 
𝜋

4
 -  cot  

𝜋

2
) -      =  𝑥  - cot [ =  csc 2  𝑥 𝑑𝑥 

 
 

  1  =2 − 1    =sec 0 -  sec  
𝜋

3
     =    [ sec x=  sec  𝑥. tan   𝑥 𝑑𝑥 

 

 
80

4
 = 20   =   

1

4
   -    

81

4
   =  ]  

(1)4

4
   -    

(3)4

4
 [ =       

𝑥4

4
  [   =  𝑥 

3
 𝑑𝑥 

 

  

[-  cos x   =   = ( - cos 
𝜋

3
 ) - ( - cos 

𝜋

6
 )           =     sin 𝑥  𝑑𝑥 

 

                                                    =  -  
1

2
  + 

 √3

2
    =   

−1+ √3

2
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                                      f   دالة مستمرة عي  [ a , b ]    كانتفاذا   

    

  [ a , b ]     ∀ 𝒙 ∈    0 ≥     (𝒙   )f   0    فان ≥  dx  (𝒙   )f  
 

            0 ≥  
2 

dx 𝒙              [ 2 , 1- ]     لان  ∀ 𝒙 ∈          0 ≥ 2 𝒙 = (𝒙 ) f      Exa  1        

    

   0   <3    =  
9

3
  =   

1

3
 +  

8

3
   =    

(−1)3

3
  - [  

𝑥3

3
    = 

(2)3

3
  =  

2 
dx 𝒙 

    

                   

 

                0 ≥  
 
dx 𝟑                [ 3 , 2- ]  لان  ∀ 𝒙 ∈         0 ≥    (𝒙 ) f             Exa  2 

 

     3 (-2) = 9 + 6 = 15  > 0  -   ] (3) 𝟑  [  =                   x 𝟑  [  =    dx 𝟑 

 

                    

                                                                                                                                           Exa  3 

             0 ≥  
 
dx (𝒙+1)                [ 3 , 2 ]    لان  ∀ 𝒙 ∈        0 ≥ + 1) (𝒙 = (𝒙 ) f   

 

7

2
 > 0  =   

9

2
 -   

16

2
 =   

(2+1)2

2
 -    

(3+1)2

2
 =    [

(𝑥+1)2

2
   =   

 
dx (𝒙+1)    
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                         f     دالة مستمرة  على[ a , b ]       فاذا كانت∀  𝒙 ∈ [𝐚, 𝐛]     0 ,   ≥ (𝒙  )f   

 

  ≤0          فان                            
 
dx 𝒇(𝒙)     

   −𝟐𝒅𝒙 > 𝒙  ∀          لان                    𝟎 ∈ [𝟏, 𝟐]     0 ,   ≥  (𝒙  )f       Exa  1        

 

                                   [ -2(2) ] – [ -2 (1) ]       =  −2𝑥 −2𝑑𝑥   = [  

                                0   <  - 2     =    - 4 + 2        = 

                  

                                        

   𝒙𝒅𝒙  ≤ 𝒙  ∀     لان                𝟎 ∈ [−𝟐, −𝟏]     0 ,   ≥  (𝒙  )f          Exa  2        

 

−3

2
> 0 =    

1

2
  – 

4

2
  =  [

(−1)2

2
 ] – [

(−2)2

2
 ]   =     

𝑥2

2
   𝑥𝑑𝑥   = [ 

 

                                                 

 

                            f     دالة مستمرة  على[ a , b ]   ,c    عدداً حقيقياً ثابتاً فان 

                                                                     𝒄              𝒇(𝒙)𝒅𝒙         𝒄 . 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  

 

                                      Exa      

. 𝟓          فأوجد       𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 8                كان أذا              𝒇(𝒙)𝒅𝒙     

                           
 

             = 5 (8) = 40            𝟓             𝒇(𝒙)𝒅𝒙          =           𝟓 . 𝒇(𝒙)𝒅𝒙     
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    فان    [ a , b ]   الفترة على   مستمرتين   f2      f1  الدالتان كانت اذا       

                        

f 2   𝒅𝒙                                                                     ∓  𝒅𝒙 1  f          =  f 2  ) 𝒅𝒙 1   ∓    f ) 
 

 Exa        كانت اذا  f 2 (𝒙)  𝒅𝒙=17                 ,  =15    𝒅𝒙 1(𝒙)  f          من كل اوجد    

  

                      f 2 (𝒙)]  𝒅𝒙  - 1(𝒙)  f  [                     f 2 (𝒙)]  𝒅𝒙   + 1(𝒙)  f  [ 

 

 f 2 (𝒙)   𝒅𝒙             +     𝒅𝒙  1(𝒙)  f          =   f 2 (𝒙)]  𝒅𝒙   + 1(𝒙)  f  [ 

 

                                                                                      =32 = 15 + 17 

 f 2 (𝒙)   𝒅𝒙             -    𝒅𝒙  1(𝒙)  f             =   f 2 (𝒙)]  𝒅𝒙   -  1(𝒙)  f  [ 

 

                                                                     = - 2  =15 – 17 

 

  
 

 Exa        كانت اذا  f  (𝒙) = 3𝒙 2+2 𝒙       فأوجد              𝒅𝒙 (𝒙)  f            
 

                                    

 =          (3𝒙 2+2 𝒙) 𝒅𝒙    = [ 
3𝑥3

3
 +

2𝑥2

2
                      𝒅𝒙  (𝒙)  f    

           

                   (1) 
3
 + (1) 

2]    [-   (2) 
3
 +(2) 

2]   = [          𝑥3 +𝑥2   = [ 

                                   

 12 - 2   =   10                      =     ( 1 + 1)  -   ( 8 + 4)     = 
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 Exa              الآتية التكاملات جد                        
 

                                                                       (𝒙 − 𝟐) 2 (𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 

                 𝑑𝑥  1) x + 
 

 )  4) x + 
2
 - 4 x   )       Sol 

 

     𝑑𝑥  + 4 ) x
 2

  – 3 
3
  x       )𝑑𝑥   =   4 x + 4 x + 4 ) x

 2
 - 

2
 - 4 x 

3
 +  x         ) 

 

                           x
 
  

3
 + 4 x 

 
 -  

𝑥4

4
 [   =      + 4 x [ 

𝑥4

4
 - 

3𝑥3

3
   = 

     3 + 4 (1) ]  (1) 
 
 -  

(1)4

4
 [    -

 
  

3
 + 4 (4) ]  (4) 

 
 -  

(4)4

4
 [   =       

              + 4 )                      1  
 -  

1 

4
  (  -

 
   + 16)   64  -

 
  ( 64  =       

                          
51 

4
      =  

52−1 

4
  =     

1 

4
  -   13 =   3  

 +  
1 

4
    -   16   =     

   

 

                                                                                                          𝑑𝑥     
𝑥2−1

𝑥  −1
 

     𝑑𝑥      (𝑥  − 1)     =   𝑑𝑥     
(𝑥  +1)( 𝑥  −1)

𝑥  +1
      =  𝑑𝑥       

𝑥2−1

𝑥  +1
                 Sol 

         

                            ]    1 -   
 (1)2

 2
  [     -  ]  2 -   

 (2)2

 2
  [   =        𝑥 -   

 𝑥2

 2
  [  =   

           
1

2
                    =   (

1

2
 – 1 )  -0     = (2 – 2 ) - ( 

1

2
 -1)    =    

     
 

 

                                                                                          𝑑𝑥     
2𝑥3−4𝑥2+5

𝑥2      

                                                𝑑𝑥   ( 2𝑥3- 4𝑥2 + 5 ) 𝑥−2      =               Sol 
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                                          𝑑𝑥         ( 2𝑥 - 4   + 5 𝑥−2 
)      = 

 

                                   [ 𝑥2 - 4𝑥   - 
5

 
 

𝑥

 

 =          [ 
2𝑥2 

2
 - 4𝑥   + 

5𝑥
−1

 
−1

 

 = 

 

                               [ (1)2 - 4(1)   - 
5

 
 

1

 

]  -      [ (3)2 - 4(3)   - 
5 
3

 

]= 

               [ 1 - 4   - 5
 ]                   -        [ 9 - 12   - 

5 
3

 

]= 

     -   (- 8)                                              (  - 3   - 
5 
3

 

) = 

                                  
10 
3

 

=       
15−5 

3

 

=      5   - 
5 
3

 

=      8  +- 3   - 
5 
3

 

  = 

     

 

 

𝒄  وكانت   [ a , b ]   الفترة على   مستمرة    f (x)    الدالة كانت اذا                         ∈  [ a , b ] 

              فان                             

f (x)  𝒅𝒙                                               +           f (x)  𝒅𝒙          =  f (x)  𝒅𝒙         
      

                                                         Exa          كانت اذا      

    8=  f (x)    𝒅𝒙                 5=            f (x)   𝒅𝒙فاوجد      f (x)  𝒅𝒙               

 

                                                                                                          Sol 

                 f (x)    𝒅𝒙               +    f (x)   𝒅𝒙           =     f (x)   𝒅𝒙               

                         

                                                                                        5 + 8 =13= 

                                                                                                       Exam 

𝒄     وكانت  f (x)  𝒅𝒙                   3=            f (x) 𝒅𝒙  =5  كانت اذا    ∈  ( a , b ) 

 

 f (x)  𝒅𝒙                        فجد         

 

                                                                                                                                            Sol                          
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f (x)  𝒅𝒙                             +          f (x)  𝒅𝒙        =  f (x)  𝒅𝒙         
                                                                                                                                                           

                 f (x)  𝒅𝒙        =    5 - 3       ⇛             3  +             f (x)  𝒅𝒙  =    5         

 

                                                                  2  =             f (x)    𝒅𝒙           

                                                                                                                                               Exam 

                                                                                                    

     اوجد | f (x)  )  = | 𝒙                     لتكن         

                                                                                      f (x)  𝒅𝒙 

 

                                   f      [ 4 , 3- ]   على  مستمرة دالة                                                       Sol 

                                                  𝒙 ≥ 𝟎                       𝒙 

                                                                                                                           f (x)    = | 𝒙 | 

                                                      𝒙 < 𝟎                       -𝒙 

                                                                                                                                                                                                                           

   x   𝒅𝒙                                                +            - x   𝒅𝒙          =  f (x)  𝒅𝒙         
 

         0] -  [
(4)2 

2
 +   

−(−3)2 

2
]  -   [ 0    [ 

−𝑥2 

2
    +[ 

𝑥2 
2

 

   =   = 

                                                           
25 

2
      =      

16 

2
   

9 

2
  +    

 

 

      Exam                اوجد           | 𝒙 − 𝟑   | dx   

                 

  Sol                 [ 5 , 1- ]   على  مستمرة دالة               

                                                         𝒙 ≥ 𝟑           𝒙 - 3 

                                                                        - (𝒙 – 3)                            f (x)    = | 𝒙 | 

                                                                𝒙 < 𝟑           3 – 𝒙 

 

      ( x – 3 )   𝒅𝒙                          +         ( 3 – x )    𝒅𝒙          =   | x -  3 |  𝒅𝒙         
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                [ 3x -  
𝑥2 

2
      + [ 

𝑥2 
2

 

 - 3x                                    =  

 

    (3)] - (3)5] - [ 
(3)2 

2
 -3 [3(3) - 

(3)2 

2
] - [3(-1) - 

(−1)2 

2
]+[ 

(5)2 

2
   =  

]             - 15) – ( 
9 

2
 - 9) [(9 - 

9 

2
) – (- 3 - 

1  

2
)]  + [( 

25 

2
       = 

  ]                     - 15 - 
9 

2
  + 9 [9 - 

9 

2
 + 3 + 

1  

2
]  + [ 

25 

2
       = 

      10  =        + 8 - 6    12 - 4      =  ]   - 6  [  12 -  
8 

2
]  + [ 

16 

2
       = 

                      
 

                                                                                                                                       Exam 

                                                                                                    

                       𝒙 ≥ 𝟏       𝟐𝒙 + 1 

 f (x)  𝒅𝒙            فأوجد     =  f (x)                                               كانت اذا      

                          𝒙 < 𝟏           3          

 

𝒙                     عند  الاستمرارية     = 𝟏                                     Sol 

                                                                                ❶             R    f (1)  = 2 ( 1 ) + 1 = 3  ∋                                                      معرفة    

  اليمين من الغاية                                     

                                 Lim ( 2x +1)= 2(1) +1 = 3 = L 1    =f (x)    Lim ❷ 
                                                                                                      1 →  x                   1  →  x 

  اليسار من الغاية                                                                                                        
                                                                 Lim  3 = 3 = L 2    =f (x)   Lim  

                                                                                                    1 →  x                   1  →  x 

𝒙    عند غاية توجد   ∴             = 𝟏                                                = L 2       L 1       ∵ 

     f (x)   =    f (1)                                                                                                                 Lim    ∴ 
                                                                                                          1  →  x 

 }     𝑥  :𝑥  ,   {     1 }   >𝑥  :𝑥  > { 1  من كل على مستمرة الدالة ∵     

 ]   5 , 0 [        على مستمرة الدالة  ∴        

                                        (2x + 1)    𝒅𝒙           +     3   𝒅𝒙          =   f (x)  𝒅𝒙 
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2𝑥
2

 
2

 

+ x  = [3 (1) – 3 (0) ]+  [(5) 2 +5] –[(1)2 +1]  [   +   3x   [ = 

= 3 + 25 + 5 – 2 = 31                           
 
 

 

                                                                        

             f (x)  𝒅𝒙       -  =   f (x) 𝒅𝒙                                0  =   f (x)  𝒅𝒙 

 

 

             0  =  
0 

2
     =  

9 

2
   -     

9 

2
     =              

𝑥2 

2
    [  =    x   𝒅𝒙            ❶        Exam 

                                                                                                                                                                                                                                                                     

           𝑥3    [ - =   
3𝑥3 

3
    [ -   =      3 x 

2
   𝒅𝒙 -  - =     3 x 

2
   𝒅𝒙      ❷      

                         19-  =     ] 8 27 -     [  -  =    ] (2)3 (3)3 -     [ -  =    

 

 

  Exam           الآتية التكاملات من كلاا  احسب  

 

                           [ 
𝑥−1 

−1
 + 

2𝑥2 

2
 + 𝑥  =   ( x 

- 2
   + 2 x + 1) 𝑑𝑥 

 

             [
−1 

 1
 + 1 + 1]  - [

−1 

 2
 + 4 + 2]     =   [

−1 

 𝑥
 + 𝑥2 + 𝑥 

               
9

2
  =   

−1+10 

 2
  =     

−1 

 2
 + 5   =  

−1 

 2
 + 6 - 1   = 

     
 
 
 

      
[𝑥  (𝑥− 1)]3

𝑥3   dx =     
𝑥3(𝑥− 1)3

𝑥3   dx    
(𝑥2− 𝑥)3

𝑥3   dx =     
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 (−1− 1)4

4
] -  

 (1− 1)4

4
  [=     

 (𝑥− 1)4

4
  [=dx  ( x  -1) 3   

     

                  4 -  =         
 16

4
 -  =       

 (−2)4

4
 -  =     

 (−2)4

4
 -  0 =   

 

 

 

                        
𝑥3−1  

𝑥−1   dx   =          
(𝑥  −1) (𝑥2+𝑥+1)  

𝑥−1   dx    

   

                   =  -        (𝑥2 + 𝑥 + 1)  dx   =       (𝑥2 + 𝑥 + 1)  dx 

  ] )  2+      
4 

2  +   (  
8 

3   -   ( 3  +      
9 

2  +   [( 
27 

3   -  =            x  +      
𝑥2 

2  +   [  
𝑥3 

3  

- ]  
8 

3  4 -   -     
9 

2  +  - [12  = ] )  2 +      2 +    ( 
8 

3  -    (3  +      
9 

2  +   - [( 9  =             

    
−59 

6     =   
−48−27+16 

6  = 
8 

3    +     
9 

2 -   - 8  =    ] 
8 

3    -     
9 

2 +  - [ 8  =    

 

    

 

 

            dx     x + 4√𝑥 + 4)   )√𝑥           =     dx   √𝒙 + 2) 2  )√𝒙 
        

        dx (  𝑥 
1

2 4 x + 4    +𝑥 
3

2 )      =  dx (   ( x√𝑥 + 4 x + 4 √𝑥         = 

 

                     𝑥
3

2  
8

3
   +    2 𝑥 2  +   𝑥

5

2  
2

5
   [   =         

4𝑥
3
2

3

2

  +   
4𝑥2

2
   +    

𝑥
5
2

5

2

   [  = 

                (0)   =   
2

5
 + 2 + 

8

3
 -  ]   (1)

3

2  
8

3
   +    2 (1) 2  +   (1)

5

2  
2

5
   [    =                   
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                                                                               =   
76

15
        =   

6+30  40 

15
 

 
 

 

  Exam           الآتية التكاملات من كلاا  احسب  

 

 
 
 

  dx ((3 1) 
2

3 - x 3       )
1

3
 = dx 1) 

2

3 - x 3 =     ) dx √(3𝑥 − 1)23
 ) 

                          
5

3 
3

5
)  [ ( 3x -1) ) 

1

3
        =[ 

(3𝑥−1)
5
3

5

3

   
1

3
               

     ( -1) 
5

3] -  ( 9 -1) 
5

3 
1

5
 [  =  ( 3(0) -1) 

5

3] -  ( 3(3) -1) 
5

3 
1

5
 [  = 

 

        1)] +( 2) 5 
1

5
 [  =1)]  +( 2 3 ) 

𝟓

𝟑 
1

5
 [  =1)]- )- ( 8) 

5

3 
1

5
 [    = 

                                    
33

5
     =1) +( 32 

1

5
 = 

 
 

 

    dx 9 + x 2) 
−1

2   )x     = dx  
𝑥     

(𝟗 +𝒙𝟐)
𝟏
𝟐

      =  dx  
𝒙  

 √𝟗 +𝒙𝟐
 

                       [ 
(9 + 𝑥2 )

1
2

1

2

 
1

2
 =   dx 9 + x 2) 

−1

2   )x     2 
1

2
   = 

             9 +0] 
1

2   [ -  9 + (4) 2] 
1

2    [=    9 + x 2) 
1

2  )  [= 
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             9 ] 
1

2   [ - 25  ] 
1

2    [=  9 ] 
1

2   [ - 9 +16  ] 
1

2    [= 

 
                                       5 - 3 = 2 = 

 
 
 

 dx                   ) 
1

3 x
 5 2  – x

 3 3 )         =dx √𝟑𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟓  
𝟑

 

 

   dx     ) 
1

3 x
 2 2  – 3 (  

1

3 x
 3)  )    =dx   )] 

1

3 x
 2 2  – 3 x

 3( [      = 

 

        dx 3 +2 x 2) 
1

3   )x       - 4 
−1

4
   =dx  ) 

1

3 x
 2 2  – 3 )x

         = 

                     3 -2 x 2) 
4

3  )[ 
3

4
 

−1

4
 ×      =   [ 

(3−2 𝑥2 )
4
3

4

3

 
−1

4
 =    

               0 (   =1 -1  )
−3

16
   =    ] 3 -2) 

4

3 )-  3 -2) 
4

3  )[ 
−3

16
  

 
 

  Exam           كان اذا      dx = 10    )      (  x + 2       قيمة جد b  

 

 
                                                                   dx = 10   + )       (  x + 2   

    4 ]=10   +
  4  

2
 [ -  ( 2 b     +

  𝑏2  

2
  )     ⇛         = 10         2 x   + [

  𝑥2  

2
    

  2 ×=  0       16 -  ( 2 b     +
  𝑏2  

2
  )     ⇛  =10   6 -  ( 2 b     +

  𝑏2  

2
  )   

        =  0                           32 -   4 b     + b 2                 
                                  =  0  (4 -    b (   )8  +   ( b 

                        8 -  =    b    ⇛      =  0  (8  +   ( b   either 
                          4  =    b    ⇛      =  0   (4  -   ( b    or 
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  Exam           كان اذا      dx = 0            3x  √𝑥2 +   a قيمة جد    9

 

 

       dx = 0             3x   (𝒙𝟐 + 𝟗)
𝟏

𝟐
  ⇛  dx = 0            3x  √𝒙𝟐 + 𝟗   

 

        = 0    [
( 𝑥2+9 )

3
2

3

2

 
𝟑

𝟐
     ⇛ dx = 0          

𝟑

𝟐
        2x   (𝒙𝟐 + 𝟗)

𝟏

𝟐
   

     = 0  (𝒂𝟐 + 𝟗)
𝟑

𝟐  -    (𝟏𝟔 + 𝟗)
𝟑

𝟐 ⇛          = 0    [ (𝒙𝟐 + 𝟗)
𝟑

𝟐 

                                 (𝒂𝟐 + 𝟗)
𝟑

𝟐   =  (𝟐𝟓)
𝟑

𝟐      

                                 (𝒂 𝟐 + 𝟗)    =  (𝟐𝟓)    
                    25 – 9 = 16          =   a 2 

                                        4  ±   = a   
 

  Exam           الآتية التكاملات من كلاا   اوجد  

 

                                      sin x   + [
  𝑥2  

2
  = ( x + cos x ) dx 

        sin 
𝜋

2
]   -  [

   
𝜋2

4
  

2
 0 -  =  sin 

−𝜋

2
]   + [

   (−
𝜋

2
)2  

2
 - sin 0]   + 0 [ =   

                                                           
𝜋2

8
 1 -  =    1  ]   -  [ 

𝜋2

8
  - =   

                                     

       

        ]   -  cos 
−𝜋

2
 [ cos 

𝜋

2
 - =      [  - cos x   =  x d x sin 

 

              0  = ]   -  0 [  0 - =       

                                        
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                  -  sin 
−𝜋

2
 sin  

𝜋

2
   =      [   sin x  =  x d x cos  

 

              2    =   1  + 1      =              +  sin 
𝜋

2
 sin  

𝜋

2
   =     

                        

 

                             d x tan x . sec 
2 
x         =   d x  

  𝑡𝑎𝑛 𝑥  

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

 

  𝑡𝑎𝑛2 𝑥  

2
    =  [

𝑡𝑎𝑛2 𝜋

4

2
 - 

𝑡𝑎𝑛2 0

2
] = [

(1)2 

2
 - 

(0)2 

2
] = 

1

2
      [=      

 
      

        d x  cos - 3 x sin
  
x-      -   =d x cos - 3 x . sin 

 
x       =   d x 

  𝑠𝑖𝑛 𝑥  

𝑐𝑜𝑠3𝑥
 

 

                                                   [
1  

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

1

2
     =    [

 𝑐𝑜𝑠−2𝑥  

−2
 - = 

             

       1 ] -  [ 
1  

 
1

4
  

 
1

2
     =

1  

(1) 2
 ] -  [ 

1  

 (
1

2
) 2

 
1

2
   =

1  

𝑐𝑜𝑠20
]  -   [

1  

𝑐𝑜𝑠2𝜋

3

 
1

2
    = 

                             
3

2
         =1 ] -  [ 4 

1

2
     = 
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   الدوال من نهائي لا عدد يوجد فانه  F    مقابلة دالة    [a ,b]    على المستمرة f   الدالة كانت اذا       

    F + c     الصورة من تكون منها  كل   f     للدالة المقابلة               

  ثابتا عددا يساوي منها اثنين اي بين والفرق  ثابتا عددا    c     حيث              

  

      بالتكامل   F + c  الصورة على تكون التي  المقابلة  الدوال مجموعة تسمى               

  بالرمز لها ويرمز       [a ,b]  على المستمرة   f   للدالة المحدد غير                                       

                                       

                                                              f  (x) dx                             المتغير رمز كان اذا    x 

                                                

                                      f  (x) dx = F (x) + c                 ,           c  ∈ 𝑹  ثابتا عددا   

  Exam            الآتيةااجد  كلًا من التكاملات  

 

                + c   x  +  
2𝑥2 

2
  +  

3𝑥3 

3
   =  3 x 2 + 2 x + 1 ) d x   )  ∫      ❶ 

                                  x 3 +   x 2 + x   + c   =    

            

1

3
 
𝑥3  

3
 -2 x+c    -   

𝑥
3
2

3

2

  +   
3𝑥−3   

−3
 3 x 

- 4 + 𝒙 
𝟏

𝟐 -  
1

3
  x 2

 - 2 ) d x = ∫ ❷  

                                                                + c     2 x  -   𝑥3     .
1

9
  -       𝑥  

3

2
 

 
2

3
  +   

−1

𝑥3    =   

       

               d x ( 5  +     3𝑥−4    +  𝑥  
1

2
 

  ) ∫  =  √𝑥 + 
3  

𝑥4    + 5 ) d x   )  ∫     ❸ 

      + c   5𝑥  +       
1  

𝑥3    -   𝑥  
3

2
 

  
2

3
       =     + c   5𝑥  +    

3𝑥−3   

−3
   + 

𝑥
3
2

3

2

       =   

                                                                                     + c   𝑥     ∫ dx  =       ❹        
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               dx    2 𝑥  
−2

3
     ∫   =             dx    

2

𝑥
2
3

    ∫   =      dx    
2  

  √𝑥23    ∫    ❺ 

                             + c   6 𝑥 
1

3
 

    =      + c  2 (3)   𝑥 
1

3
   =     + c    2  

𝑥
1
3

1

3

    =   

            
 

dx        3 𝑥  
−5

4
 

  ∫ =  dx    
3

𝑥
5
4

    ∫ = dx    
3

𝑥.𝑥
1
4

  ∫  = dx     
3  

 𝑥 √𝑥  4 ∫   ❻ 

             + c     
−12

√𝑥  4   =   + c    
−12

𝑥
1
4

  =  + c   3 
  𝑥

−1
4

−1

4

  = 

         
 

                    4 x
 2

 + 4 )  d x   - x
 4)∫  =   x 2

 - 2 ) 
2
 d x   )∫      ❼ 

                     + c  4 𝑥 + 
4𝑥3

3
  -   

𝑥5

5
    =   

         

x
 2

 + 6 x
  +9) x 

- 5
 d x     )∫ = dx     

𝑥 2+ 6𝑥+9  

𝑥5  ∫ = dx     
(𝑥+3)2 

𝑥5  ∫  ❽   

                          x
 - 3

 + 6 x
 - 4  +9 x - 5)  d x  )∫ = 

                         + c  
9 𝑥−4 

−4
    +  

6𝑥−3 

−3
  +   

𝑥−2 

−2
   =   

                              + c  
9

4𝑥  4    -      
2

𝑥3   -   
−1

2𝑥2    =   

 
 
 

  dx     
   (𝑥−3)  

  𝑥3 
 ∫= dx     

 ( 𝑥−1) (𝑥−3)  

  𝑥3(𝑥−1)
 ∫=dx     

𝑥 2− 4𝑥+3  

𝑥4−𝑥3  ∫   ❾ 

  x
 - 2 

 - 3 x
 - 3

) d x            )∫ = x
 
 - 3)  x

 - 3
  d x  )∫ = 
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            + c  
3 

2𝑥2   +  
−1

𝑥
   = + c  

3𝑥−2 

−2
  -   

𝑥−1 

−1
   =     

 

           
 

dx     
 (√𝑥−3) 

   √𝑥 
 ∫=dx    

 ( √𝑥−2) (√𝑥−3)  

   √𝑥( √𝑥−2)
 ∫=dx     

𝑥  − 5 √𝑥 + 6  

𝑥  − 2√𝑥   
 ∫  ❿ 

        dx  (   (1 - 3 𝑥  
−1

2
 

 ∫   =dx  (   (1 - 
 3 

𝑥
1
2 

 ∫ =dx     
 √𝑥

 

√𝑥 
 - 

 3 

√𝑥 
 ∫= 

           - 6 √𝑥    + c  - 𝑥 =   - 6 𝑥  
1

2
 
+ c  - 𝑥 =    + c -  

3𝑥
1
2

1

2

   𝑥 = 
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  Exam           ااجد  كلًا من التكاملات الآتية  

     

                      + c 
(𝑥 2+ 3)  3  

3
 =   x 2 +3 ) 

2
  (2x) d x   )∫         ❶    

           
 

                              3 x 2 +8 x
 
 + 5 ) 6

  (3 x
 
 + 4 ) d x   )     ∫         ❷ 

                 3 x 2 +8 x
 
 + 5 ) 6

 2  (3 x
 
 + 4 ) d x   )     ∫  

1

2
  =    

                     
(3𝑥 2+ 8𝑥+ 5)  7  

7
  

1

2
  = 

                                + c    3 x 2 +8 x
 
 + 5 ) 7

     )
1

14
    = 

           
     

                                             √𝑥2 + 10𝑥 + 25 
3

 d x   )    ∫         ❸ 

                        d x   𝑥 + 5 )
2

3  )    ∫ =√ (𝑥 + 5)2 
3

 d x    ) ∫    =  

            + c   ( √ (𝑥 + 5)5 
3

      )   3

5
    =      + c  

(𝑥  + 5 )
5
3  

 
5

3

   =    

           

                 d x   𝑥  (3𝑥2 + 5 )−4 ∫ =   dx         ∫   𝑥   

 (3𝑥 2  + 5 )4  
  ❹        

                           d x   6𝑥  (3𝑥2 + 5 )−4 ∫  1

6
  =   
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                   + c  
1

(3𝑥2  + 5 )3  
  

−1

18
 =    + c  

(    3𝑥2+ 5 )−3  

−3
  

1

6
 =    

         

  d x   𝑥 
1

3 + 3) 𝑥 
−2

3  ) ∫ = dx    
  (𝑥

1
3+3)

𝑥
2
3

    ∫  =  dx    
√𝑥   
3

+3  

  √𝑥23    ∫    

❺       

                         d x   𝑥 
1

3 + 3) . 
1

3
 𝑥 

−2

3  ) ∫ 3 = 

              + c  √ 𝑥   
3

 +3 ) 2 )  3

2
    =  + c  3

  (𝑥
1
3+3 )2

2
      = 

         
             

                               dx     
(3− √5𝑥)7 

√7.  √𝑥
 ∫ = dx     

(3− √5𝑥)7 

√7𝑥
 ∫  ❻ 

                          dx     
(3− √5𝑥)7 

   √𝑥

−√5

2
 ∫     

−2

√5
    .

1

√7
 = 

                                           + c 
(3− √5𝑥)8 

8
    .

−2

√35
  = 

                                         + c (3 −  √5𝑥)8     
−1

4√35
  = 

 

           

                         dx 
  √√𝑥  (1−√𝑥   )

    √𝑥34 ∫  = dx 
  √√𝑥  −𝑥 

    √𝑥34  ∫    ❼ 

      dx  
   (𝑥

1
2   ) 

1
2  ( 1− 𝑥

1
2 ) 

1
2  

    𝑥
3
4 

 ∫ =  dx  
[  𝑥

1
2 ( 1− 𝑥

1
2 ) ]

1
2 

 

    𝑥
3
4 

 ∫ = 

             d x 1 − 𝑥 
1

2) 
1

2  ) 𝑥 
−2

4 ∫ =   d x   1 − 𝑥 
1

2) 
1

2 . 𝑥 
−3

4) 𝑥 
1
4  ∫ = 
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                               d x 1 − 𝑥 
1

2) 
1

2  )  
−1

2
𝑥 

−1

2  ∫  -2 =    

 

       + c    √(1 −  √𝑥 )3

 

   
−4

3
 =       + c   

    ( 1− 𝑥
1
2 )  

3
2  

     
3

2

 .  -2 =    

            
                     

                                    d x  
   2𝑥2 −2 

𝑥−1
  ( 𝑥2 + 2𝑥 + 7)

1
2   ∫    ❽ 

                       d x  (
   2(𝑥2 −1) 

𝑥−1
 )  ( 𝑥2 + 2𝑥 + 7)

1
2   ∫ =     

               d x  (
   2(𝑥  +1) (𝑥  −1) 

𝑥−1
)  ( 𝑥2 + 2𝑥 + 7)

1
2   ∫ =     

                              d x    (2𝑥  + 2) ( 𝑥2 + 2𝑥 + 7)
1
2   ∫ =     

         + c  (𝑥2 + 2𝑥 + 7)  
3

2   
2

3
  =      + c   

      (𝑥2 +2𝑥+7)  
3
2  

     
3

2

 =    

             
     

             𝑥 √  𝑥3(𝑥3 + 2 )  
3

 d x   )  ∫   =    𝑥 √𝑥6 + 2𝑥3 
3

 d x   )  ∫   ❾ 

  

                    𝑥 √  𝑥3 3
  √  𝑥3 

+ 2 )  
3

  d x   )  ∫   = 

    𝑥2 (𝑥3 + 2)
1
3   d x   )  ∫   =  𝑥 𝑥  √  𝑥3 

+ 2 )  
3

  d x   )  ∫   = 

        𝑥2 (𝑥3 + 2)
1
3   d x                                 3∫ 1

3
  = 

               + c   (𝑥3 + 2)  
4
3  

1

3
  . 

3

4
 =      + c   

(𝑥3 +2)  
4
3 

     
4

3

 
1

3
 =  

                                                                       + c   √(𝑥3 + 2)4 
3

 
1

4
 =   
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                   dx     
 [𝑥 (𝑥2  − 5 )]

5 

𝑥4 ∫  =  dx     
 (𝑥3  − 5 𝑥)5 

𝑥4 ∫  ❿ 

        dx      𝑥  (𝑥2  − 5 ) 5 
 ∫  =  dx     

 𝑥5(𝑥2  − 5 ) 5 

𝑥4 ∫  =   

                     dx      𝑥  (𝑥2  − 5 ) 5 
 ∫2 

1

2
 =   

                   + c    (𝑥2 
−  5 )6 

 
1

12
  =   + c   

 (𝑥2  − 5 )6 

6
 

1

2
  =       

        
 

           d x 𝑥[( 𝑥2 − 1 )2 ]
2
5   ∫  =    d x ( 𝑥4 − 2𝑥2 +  1)

2
5   𝑥 ∫  ⓫ 

                        d x 2 𝑥 ( 𝑥2 − 1 )  
4
5   ∫ 1

2
 =           

          + c   
5

9
(𝑥

2 
− 1)  

9

5  . 
1

2
  =          + c   

(𝑥2 −1)  
9
5  

     
9

5

 
1

2
  =    

                            + c   
5

18
(𝑥

2 
− 1)  

9

5    =           

         
           

𝑥 (𝑥2 
− 1)  d x ( 𝑥2 − 1)

1
3  ∫=   (𝑥3 

−  𝑥 )   d x ( 𝑥2 − 1)
1
3  ∫   ⓬ 

                          2𝑥    d x ( 𝑥2 − 1)
4
3  ∫  

1

2
 =   

         + c   
3

14
(𝑥

2 
− 1)  

7

3    =      + c   
(𝑥2 −1)  

7
3  

     
7

3

 
1

2
=    

                
 

           dx     
2 

(𝑥+3)5 ∫  =   dx     
2( 𝑥+3)  

(𝑥+3)6 ∫  = dx     
2 𝑥+6  

(𝑥+3)6 ∫  ⓭ 
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+c   
−1 

2 (𝑥  +3) 4=+c      
(𝑥  +3)  −4 

    −4
 2    =  d x 2( 𝑥  + 3)−5∫ =   

 

 تكامل الدوال الدائرية          
 

 الآتية تكاملات جد ال                            

 

+ c                       
𝑥 −1 

−1
 sin x +  = cos x +  x

 -2   d x   )∫         ❶    

              
 

     + sec x+ c          
𝑥 2 

2
    = + sec x . tan  x )

   d x   x)∫      ❷ 

              
 

    cos (2 x + 4 ) + c               
−1 

2
  =sin (2 x +4 )  d x  ∫      ❸                 

               
 

     cos (2 x + 4 ) + c             
−1 

2
  =sin 2 x +4 )  d x  )∫     ❹  

              
 

              cos (a + b ) x + c  
−1 

𝑎+𝑏
  =sin ( a+b)  x  d x  ∫     ❺ 

              
 

sin  3x + 
1 

6
 sin  6x + c        

1 

3
  = cos  3x + cos  6x)  d x  )∫     ❻ 

              
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csc  2 x + c  
1 

2
 = csc  2 x) + c  

1 

2
 -  )- =- csc  2x . cot  2x d x  ∫ ❼ 

              

           
 

 الآتية تكاملات جد ال                            

+ c                                
𝑠𝑖𝑛 5𝑥 

5
  = sin  4 x cos x  d x  ∫    ❶    

           

                          

+ c                             
𝑡𝑎𝑛 7𝑥 

7
  = tan 6 x sec 2 x  d x  ∫    ❷

                    

sin  4 x cos 4 x (4) d x           ∫ 1 

4
  =sin  4 x cos 4 x  d x  ∫      ❸ 

+ c  = 
1 

8
 𝑠𝑖𝑛 24𝑥 + c                            

𝑠𝑖𝑛 24𝑥 

2
   

1 

4
= 

                    

                     cos -2 2𝒙 d x  .sin 2 𝒙  ∫ =   
𝑠𝑖𝑛  2𝑥 

𝑐𝑜𝑠 22𝑥
 d x ∫    ❹ 

                          cos -2 2𝒙 d x  . -2 sin 2 𝒙 ∫ −1 

2
  = 

                          + c  
1 

𝑐𝑜𝑠  2𝑥
 

1 

2
   =  + c 

𝑐𝑜𝑠 −12𝑥 

−1
 

−1 

2
  = 

                                                                                            + c sec  2𝑥 
1 

2
    =   

                         
           

        csc
 
 x. csc

 
 x. cos  𝒙   d x   ∫  = csc

 2
 x cos  𝒙   d x   ∫  ❺   

      csc
 
 x. 

𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑠𝑖𝑛 𝑥
    d x   ∫  =  csc

 
 x. 

1 

𝑠𝑖𝑛 𝑥
. cos  𝒙   d x   ∫  = 
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                + c csc
 
 x    -   =             csc

 
 x. cot  x  d x   ∫ =  

 

                        dx 
 1

 √ 1−𝑥 
  cos √1 − 𝑥 ∫=   dx 

 𝑐𝑜𝑠√ 1−𝑥 

 √ 1−𝑥 
  ∫ ❻ 

                          
− 1

 2
  dx 

 1

 √ 1−𝑥 
  cos √1 − 𝑥 ∫  2- =    

                                              + c  sin  √1 − 𝑥   - 2= 
 

                     

 2sin  x  cos  x  cos 2 x dx        ∫ =sin 2 x  cos 2 x  dx  ∫   ❼ 

        sin  x cos 3 x dx  ∫- - 2 =   2sin  x cos 3 x dx  ∫ = 

                      + c  cos 4  
− 1

 2
  =  + c 

𝑐𝑜𝑠 4𝑥 

4
   - 2 = 

 

            

                                    (cos 3  x + 4 sin 5 x ) dx  ∫   ❽ 

                       =  
 1

 3
 sin 3  x + 4(

−1

 5
 cos 5 x ) + c       

                                  = 
 1

 3
 sin 3  x -  

4

 5
 cos 5 x  + c       

 
 

 سأكررها كل يوم                 

 قبل أن أنام                        

 غداً سأكون أفضل إن شاء الله            
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        
 
   

 
 
 
 
 

  ∫ cot 2 Ѳ dѲ = ∫ ( csc 2 Ѳ -1 ) dѲ =  - cot Ѳ – Ѳ + c         
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 الآتية تكاملات جد ال                            

 

∫9 sin  3 x dx =  9 ∫ sin  3 x dx                                       ❶ 
                 + c  =  - 3 sin  3 x    + c   =  9 ( 

−1

3
 sin  3 x ) 

          

                  ∫3 x 
2 sin  x 

3  dx  
1

3
=           ∫ x 

2 sin  x 
3  dx  ❷ 

                          cos  x 
3  + c  

−1

3
=   ( -   cos  x 

3 ) + c  
1

3
=   

  

                 

     √𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛𝑥  𝑐𝑜𝑠  𝑥 
 

 d x  ∫ =√1 − 2𝑠𝑖𝑛𝑥   
 

 d x    ∫   ❸ 

     √𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛 𝑥  𝑐𝑜𝑠  𝑥 +𝑠𝑖𝑛2𝑥 
 

 d x  ∫ = 

     √(𝑐𝑜𝑠  𝑥  −𝑠𝑖𝑛 𝑥)  2
 

 d x                         ∫ = 

𝑠𝑖𝑛 𝑥  +𝑐𝑜𝑠  𝑥)  + c           ( ± =   (𝑐𝑜𝑠  𝑥  − 𝑠𝑖𝑛 𝑥) d x ∫ ± = 

             

  ∫[ 
1

2
 ( 1- cos 2x)] 

2 dx =   ∫(sin  2  x) 
2 dx =   ∫sin  4 x dx  ❹ 

                      ∫ 
1

4
 ( 1- 2cos 2x  +cos 

2 2x )]  dx           

               
1

4
 ∫dx - 

1

2
 ∫ (cos 2 x) dx + 

1

4
 ∫ cos 

2 2 x   dx= 

         
1

4
 ∫dx - 

1

2
 ∫ (cos 2 x dx + 

1

4
 ∫ 

1

2
 (1+cos 

 4x ) dx= 

 

  
1

4
 x  - 

1

2
 . 

1

2
 sin 2x  + 

1

8
 ( x + 

1

4
sin 4 x ) + c                      = 
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1

4
 x  -  

1

4
  sin 2 x  +  

1

8
  x  +  

1

32
 sin  4x  + c                  = 

          
3

8
 x  -  

1

4
  sin 2x    +  

1

32
sin  4x  + c                  = 

            
 

                                   ∫cos  x . cos  2 x dx  =   ∫cos  3 x dx  ❺ 

   ∫cos x dx  -∫cos x .sin  2 x )dx=  ∫cos  x ( 1- sin  2 x )dx=    

                                      + c  sin  x - 
𝑠𝑖𝑛3𝑥 

3
=    

            

                                     ∫ (sin x - cos x ) 
7
(cos x sin x ) dx   ❻ 

                                       + c   
 (sin 𝑥 − cos 𝑥)8 

8
 =    

                

                              ∫sec 
2
 x. tan 

- 3
 x dx  =  dx  

1+ 𝑡𝑎𝑛2𝑥 

 𝑡𝑎𝑛3𝑥
  ∫   ❼ 

                         + c  
−1 

2 𝑡𝑎𝑛2𝑥
 =  + c 

 𝑡𝑎𝑛−2𝑥 

−2
 = 

 

                    

dx sec 
2
 x tan . ∫ =  dx  

1 

 𝑐𝑜𝑠2𝑥
  tan . ∫=  dx  

 𝑡𝑎𝑛 𝑥 

 𝑐𝑜𝑠2𝑥
  ∫     ❽ 

                    + c tan 
2
 x  

1 

2
  =  + c  

 𝑡𝑎𝑛2𝑥 

2
  =   

 

      ∫2sin 
 3 x .cos 

3 x .cos  2 
 3x dx= ∫sin 

 6 x. cos  2 
 3x dx   ❾ 

                             ∫2sin 
 3 x . cos  3 

 3x dx(-3) 
−1 

3
=    

                                    + c  
 𝑐𝑜𝑠4 3𝑥 

4
 

−2 

3
.     =      

                                      + c  cos  4 
 3x 

−1 

6
 = 
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            dx  
 𝑐𝑜𝑠2 2𝑥 −  𝑠𝑖𝑛2 2𝑥 

 𝑐𝑜𝑠  2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥
 ∫   =dx  

 𝑐𝑜𝑠  4𝑥 

 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥
  ∫  ❿ 

 

                  dx  
 (𝑐𝑜𝑠  2𝑥 −  𝑠𝑖𝑛  2𝑥)   (𝑐𝑜𝑠  2𝑥 + sin  2𝑥)

 𝑐𝑜𝑠  2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥
 ∫   = 

  

 
1 

2
 sin 2 x  - 

1 

2
 cos 

2 x  + c   =  ∫ (cos 2 x +sin 
2 x ) dx= 

 
 

 الآتية تكاملات جد ال                            

                               ∫(1 - cos   6 x )
 dx 

1 

2
 =  ∫ sin 2 3 x 

 dx  ❶ 

        + c   x -  
1 

12
 sin 6 x 

1 

2
 =   + c   x -  

1 

6
 sin 6 x)) 

1 

2
 =   

 
         

                              ∫  ( csc 2 5 x - 1)  dx =  ∫ cot 2 5 x 
 dx  ❷ 

                            -  x + c    cot 5 x 
−1 

5
 =    

           
 

                              ∫  ( sec 2 7 x - 1)  dx =  ∫ tan 2 7 x 
 dx  ❸ 

                            -  x + c   tan  7 x 
1 

7
 =    

                                + c   tan  4 x 
1 

4
 =     ∫ sec 2 4 x   dx   ❹  

 
                
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                  sin 
 2 x +cos 

3 x ) dx) (∫  (sin 
 2 x - cos    3x    ❺ 

                                dx (∫ (sin  2
 2 x  - cos 2

 
 
 3x  = 

                        dx   ∫ sin  2
 2 x dx    - ∫  cos 2

 
 
 3x = 

         dx (∫
1 

2
 ( 1 – cos  4 x ) dx   - ∫

1 

3
 ( 1+ cos    6x   = 

     + c ( 
1 

2
 ( x - 

1 

4
 sin  4 x )   -  

1 

2
  ( x +  

1 

6
 sin 

 6x   = 

              + c 
1 

2
  x - 

1 

8
 sin  4 x  -  

1 

2
  x -  

1 

12
 sin 

 6x   = 

              + c 
1 

2
  x - 

1 

8
 sin  4 x  -  

1 

2
  x -  

1 

12
 sin 

 6x   = 

                                     
−1 

8
 sin  4 x  -  

1 

12
 sin 

 6x  = 

 
              
 

                                 cos  2 
2 x +2 ) dx) (∫  (sin 

 2 x - 1      ❻ 

        cos  2 
2 x - 2 ) dx ∫  (sin 

 2 x . cos  2 
2 x +  2sin 

 2 x -= 

                 ∫(sin 
 2 x . cos  2 

2 x dx + ∫ 2sin 
 2 x dx  = 

                cos  2 
2 x dx -∫2 dx  - ∫  

                ∫ -2 sin 
 2 x . cos  2 

2 x dx + ∫ 2sin 
 2 x dx  -  

1 

2
 = 

               
1 

2
 (1+cos   

4 x) dx -∫2 dx   - ∫  

         - cos 2 x  -  
1 

2
 ( x + 

1 

4
 sin 

 4 x) – 2 x + c  -  
1 

2

 𝑐𝑜𝑠3𝑥 

3
 = 

                 cos 3
 2 x - cos 2 x  - 

1 

2
  x  - 

1 

8
 sin 

 4 x – 2 x + c  -  
1 

6
 = 

                       cos 3
 2 x - cos 2 x  - 

5 

2
  x  - 

1 

8
 sin 

 4 x + c  -  
1 

6
 = 

 
                
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   ∫ cos  x [cos2 x ]2  dx=  ∫ cos  x cos 4 x   dx= ∫ cos 5 x   dx ❼ 

 ∫ cos  x [1 –2 sin 2 x + sin 4 x ]  dx= ∫ cos  x [1 – sin 2 x ]2  dx=   

      ∫ cos  x  dx – ∫2 sin 2 x cos  x dx +∫ sin 4 x cos  x   dx=   

                 + c  
 𝑠𝑖𝑛5𝑥 

5
   +

 𝑠𝑖𝑛3𝑥 

3
 2  -   = sin  x 

 
                 

  

                               ∫sin2 x  . sin - 3 x   dx=   dx  
 𝑠𝑖𝑛  2𝑥 

 𝑠𝑖𝑛3𝑥
 ∫  ❽ 

       ∫2 sin - 2 x cos x   dx=   ∫2 sin x cos x  . sin - 3 x   dx=    

     c + 2 csc  x-  =    + c   
−2 

  𝑠𝑖𝑛  𝑥
   =    + c   2 

 𝑠𝑖𝑛− 1𝑥 

−1
   = 

 
             
    

               ∫ (2cos 2 x -1)  sin  x   dx   =∫ cos2  x . sin  x   dx     ❾ 

                ∫  sin  x   dx -  ∫ (2cos 2 x. sin  x   dx  = 

             ∫  sin  x   dx -  ∫ cos 2 x.(- sin  x )  dx - 2 = 

                                + c  (cos  x - ) -  - 2 
 𝑐𝑜𝑠3𝑥 

3
   = 

                           + c  cos  x  +  (cos 3 x)  -  
2 

3
   = 

 

          ∫  ( 1- 2sin 2 x )  cos  x 
 dx    =∫ cos 2 x . cos  x 

 dx   ❿ 

                    ∫  2sin 2 x  cos  x 
 dx -  ∫  cos  x 

 dx = 

 + c        sin 3 x  -  
2 

3
   = sin  x     + c  

 𝑠𝑖𝑛3𝑥 

3
 2  -   = sin  x 
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 الآتيةتكاملات جد ال                            

 

         ∫ ( 3 – cos 4 𝑥) 
- 2 

sin 4 x 
 dx =  dx 

 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥 

(3− 𝑐𝑜𝑠  4 𝑥)2 
 ∫  ❶ 

                   ∫ ( 3 – cos 4 𝑥) - 2 (4)sin 4 x 
 dx  

1 

4
 =   

                                   + c  
(3− 𝑐𝑜𝑠  4 𝑥)−1

−1 
   

1 

4
  =   

   + c                              
1

3− 𝑐𝑜𝑠  4 𝑥   
   

−1 

4
    =   

     

       

             ∫ sin 2 x (2 cos 2 𝑥 -1) 
 dx= ∫ sin 2 x cos 2 𝑥 

 dx    ❷ 

                      ∫ sin 2 x 
 dx-   ∫2 sin 2 x cos 2 𝑥  dx= 

           ∫
1 

2
 (1- cos 2 x) 

 dx-  ∫2( sin  x cos  𝑥) 2   dx= 

               ∫
1 

2
 (1- cos 2x) 

 dx-  ∫2( 
1 

2
 sin  2 x)  2   dx= 

                  ∫
1 

2
 (1- cos 2x) 

 dx-  ∫2 
1 

4
 sin 2  2x   dx= 

            
1 

2
∫ (1- cos 2 x) 

 dx-   
1 

2
 ∫ 

1 

2
  (1- cos 4 x)dx= 

           + c    
1 

2
  ( x - 

1 

2
 sin 2 x)-    

1 

4
  ( x - 

1 

4
 sin 4 x)= 

                  + c    
1 

2
 x + 

1 

4
 sin 2 x-    

1 

4
 x - 

1 

16
 sin 4 x= 

                       + c  + 
1 

4
 sin 2 x    

−1 

4
 x - 

1 

16
 sin 4 x=  

 

     
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            dx  x  tan 𝑥 + 𝟑 )
𝟏

𝟐  . sec 2 )  ∫ =  dx  
 √tan 𝑥+3  

cos  2 𝑥
 ∫  ❸ 

              
(𝒕𝒂𝒏 𝒙+𝟑)

𝟑
𝟐

𝟑

𝟐

  + c    = 
𝟐

𝟑
 √(𝒕𝒂𝒏 𝒙 + 𝟑)𝟑  + c           = 

 
 

                                           ∫( 2 𝑥 +x sin x 
4 

) 
3
  cos  𝑥 4 

 dx  ❹ 

                                    ∫[(  𝑥( 2+ sin x 4 
)] 3  cos  𝑥 4 dx  = 

                                ∫[ 4 x
 3 ( 2+ sin x 4 

)] 3  cos  𝑥 4 dx 
1 

4
  = 

        
(𝟐+𝒔𝒊𝒏 𝒙𝟒 )𝟒

𝟒
  + c    =  

𝟏

𝟏𝟔
 (𝟐 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙𝟒 )𝟒  + c        

1 

4
     = 

 

     
 

                                    ∫ sin x ( cos 2 
x - 2cos x + 1 )

𝟓

𝟐  
 dx  ❺ 

∫- sin x.( cos  x -1)5  
 d x     - =   ∫sin x [( cos  x -1)2]  

𝟓

𝟐 
 dx = 

   
− ( 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏 )𝟔

𝟔
  + c =  

−𝟏

𝟔
 (𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏 )𝟔  + c                        = 

  

      
 

   
𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 − 𝒄𝒐𝒔  𝒙 − 𝟔

𝒄𝒐𝒔  𝒙 + 𝟐
  dx                                                   ∫   ❻  

        
 (𝒄𝒐𝒔  𝒙 −𝟑) (𝒄𝒐𝒔  𝒙 +𝟐 )

𝒄𝒐𝒔  𝒙 + 𝟐
 dx  ∫   

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 − 𝒄𝒐𝒔  𝒙 − 𝟔

𝒄𝒐𝒔  𝒙 + 𝟐
 dx =  ∫ =  

                       + c sin x – 3 x 
 

   =  ( 𝒄𝒐𝒔  𝒙 − 𝟑) dx      ∫  = 

 

      
 

                 
 𝒔𝒊𝒏  𝟐𝒙 

 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝟐𝒙 − 𝟐𝒄𝒐𝒔  𝟐𝒙 +𝟏
  dx =∫  

 𝒔𝒊𝒏  𝟐𝒙 

 (𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 −𝟏 ) 𝟐 
  dx  ∫  ❼  
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= −𝟏

𝟐
 .

 (𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 −𝟏 ) −𝟏 

−𝟏 
  + c     = −𝟏

𝟐
∫-2sin 2x   (𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟏 ) −𝟐  dx 

                                    = 𝟏
𝟐

 .
 𝟏 

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 −𝟏 
  + c 

 

        

                                                  (cos 4 x  - sin  4  
x )  

 dx ∫  ❽ 

           (cos 2 x  + sin  2  
x )  

 dx  (cos 2 x  - sin  2  
x )  ∫  = 

    =   𝟏
𝟐
 sin 2 x  + c    dx  cos  2 x  ∫      =  dx  cos  2 x (1)   ∫ =  

        

  dx 𝑥
−2

3  .2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 
1

3 ∫  =dx  
2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

1
3

𝑥
2
3

  ∫ =   dx  
2 𝑠𝑖𝑛 √𝑥

3

√𝑥23  ∫   ❾ 

              + c   (( - 𝑐𝑜𝑠 𝑥 
1

3   6  =dx  𝑥
−2

3  . 𝑠𝑖𝑛 𝑥 
1

3 
𝟏

𝟑
 ∫ 2 (3) = 

                                   + c  𝑐𝑜𝑠 √𝑥
3

     - 6   = 

 
 

        

                 + c ( 
1

4
 )  sec 4 x  2 =   2 sec 4 x . tan 4 x 

 dx ∫  ❿ 

                                                 + c   
1

2
  sec 4 x = 

 

 الآتيةتكاملات جد ال                            

 

                     + c  
−1

3
   csc 3 x     = csc 3x .  cot 3 x 

 dx ∫  ❶ 

        

                                   + c  
1

4
  tan 4 x     = sec 2 4 x   dx ∫  ❷ 

        
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   + c  - 
3

4
 cot 4 x = + c  3( 

−1

4
 cot 4 x)   =3 csc 2 4 x dx ∫  ❸ 

 

                                              tan 3 2 x. sec 2 2 x dx ∫2 
1

2
     ❹ 

                          tan 4
 2 x  + c  

1

8
   + c  =  

tan  4  2𝑥  

4
 

1

2
     = 

 

          
 

      csc 2 2 x.  cot 
1

2  2 x dx ∫--  =    csc 2 2 x.  cot 
1

2 2 x dx ∫     ❺ 

                             x  + c   
3

2 
−2

3
 cot    =+ c   

cot   
3
2 𝑥

 
3

2

 -   =   

          
 

                                                 tan  2 x.  sec 5 2 x dx ∫     ❻ 

                              2 tan  2 x. sec  2 x  sec 4 2 x dx ∫ 1

2
 =                        

       + c            sec  5   2𝑥 
1

10
     =+ c    

sec  5  2𝑥  

5
 

1

2
 .  = 
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            x  ( x Ln   ) 

      
 
                     
 
 
 
 

𝟔𝒙 

𝟑𝒙𝟐+𝟒
   =

𝟏

𝟑𝒙𝟐+𝟒
. (6x)    =

𝒅𝒚

𝒅𝒙
             y = Ln ( 3 x2 +4 ) ❶ 

                      
 

 

   
𝟏

𝑥
       =

𝟏

𝟐
   .

𝟐

𝑥
       =

𝟏

𝟐
  .

𝟏
𝒙
𝟐

    =
𝒅𝒚

𝒅𝒙
                  

𝒙

𝟐
 y = Ln   ❷ 

  

    

                    
𝟏

𝑥
    =(3) 

𝟏

3𝑥
   =

𝒅𝒚

𝒅𝒙
                  y = Ln  3 x  ❸ 

   

 

                
𝟐

𝑥
    =(2 x ) 

𝟏

𝒙𝟐   =
𝒅𝒚

𝒅𝒙
                (y = Ln  ( x 2    ❹ 
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         = 
𝟐

𝑥
 Ln  x   

𝟏

𝑥
 .  = 2 Ln  x   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
            y =( Ln  x ) 2     ❺ 

 

                           y =( Ln  x )
𝟏

𝟐       y = √𝑳𝒏 𝒙                   ❻ 

      =  
𝟏

𝟐𝒙√(𝑳𝒏𝒙) 
    =  

𝟏

𝟐𝒙(𝑳𝒏𝒙)
𝟏
𝟐

   
𝟏

𝑥
   .= 

𝟏

2
 ( Ln  x )

−𝟏

𝟐    
𝒅𝒚

𝒅𝒙
             

 

         =   Ln (  x  ) −𝟑  =   Ln ( x 
- 1

 )𝟑   y = Ln( 
𝟏

𝑥
 )𝟑           ❼ 

            
−𝟑

𝒙  =      
−𝟑

𝒙 𝟒  x 3   =     (-3 x  - 4  ) 
𝟏

𝒙−𝟑   =
𝒅𝒚

𝒅𝒙
                 

 

                                                               y = x 
 2
 Ln 𝒙     ❽ 

        Ln  x 2 x + x  (   =x   2  )Ln  x   +  
𝟏

𝒙  . x 2   =   
𝒅𝒚

𝒅𝒙
                 

                                                  (Ln  x 2   +1 )x    =
𝒅𝒚

𝒅𝒙
                 

   

 

y = Ln ( Ln 𝒙)           
𝒅𝒚

𝒅𝒙
  = 

𝟏

𝑳𝒏𝒙 . 
𝟏

𝒙   = 
𝟏

 𝒙  𝑳𝒏𝒙              ❾ 

 
  

 
 
 
 
    

     y =Ln( x 
  2

 + 𝒙 )       ❷            y = x 
  2

 Ln( 𝒙 )      ❶ 

y = Ln (x √ 𝒙𝟐 + 𝟏 )         ❹        y =(Ln x) 
 3
                ❸         

                       Ln 
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏    ❻      y = x Ln x - 𝒙              ❺ 

           y = x (Ln x) 
 3
                           ❼     
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 = d ( Ln u)  ان صيغة                                 
𝟏

𝒖  du    

تقودنا الى                    
𝒅𝒖

𝒖 =  Ln u + c   ∫   بشرط ان تكون  u  . موجبة 

 

 جد التكاملات الآتية                                   

 

                                    Ln ( x2 + 9 )  [   = d x  
𝟐𝒙

𝒙𝟐+𝟗
        ❶ 

 

         Ln 25 - Ln 9        =Ln (  0 + 9 ) - Ln (   16 + 9 )  = 

                     2Ln 
 𝟓 

 𝟑   =  2 ( Ln( 
 𝟓 

 𝟑     = Ln 
 𝟓𝟐

 𝟑𝟐  =Ln 
𝟐𝟓

𝟗
        = 

    
 
    

 
𝟏

𝟕
 Ln |7 x-2 | + c        =d x  

𝟕

𝟕𝒙 −𝟐
      

𝟏

𝟕
    =d x  

𝟏

𝟕𝒙 −𝟐
     ❷    

 
 
 
 

     

d x   =  
𝟏

𝟒
 Ln | x 

4 -1 | + c      
𝟒𝒙𝟑

𝒙𝟒−𝟏
      

𝟏

𝟒
     =d x    

𝒙𝟑

𝒙𝟒−𝟏
    ❸ 

  
 
 
 
 

Ln |Ln x| + c                 =d x 
𝟏

𝑳𝒏𝒙    
𝟏

𝒙
         =d x  

𝟏

𝒙 𝑳𝒏 𝒙
     ❹   
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                                   d x  Ln x .  
𝟏

𝒙          =d x  
  𝑳𝒏 𝒙

𝒙
         ❺   

                              
𝟏

𝟐
 (  Ln x ) 

2  + c     =+ c 
 (𝑳𝒏𝒙)

𝟐

𝟐
 = 

 
 

               d x   
𝟏

−𝟐√𝒙 (𝟏− √𝒙)
    -2     =d x   

𝟏

 √𝒙 (𝟏−√𝒙)
      ❻   

     -2 Ln |1 - √𝒙 | + c                               = 

 
  

 
 

                       Ln( x + 1)                                   [   =d x  
𝟏

𝒙+𝟏      ❼   

 
   2Ln 2  =Ln 2 2   = Ln 4  - Ln  1 =Ln( 3 + 1) - Ln( 0 + 1)    = 

 
 
 
 

              Ln( x3
 + 4 x +1)                 [ =  d x  

𝟑𝒙𝟐+ 𝟒

𝒙𝟑+ 𝟒𝒙 +𝟏
      ❽ 

    Ln[ (0)3
 + 4 (0) +1)]               - Ln[ (1)

3
 + 4 (1) +1)]     =  

      2 ) Ln(3 ×    = Ln6    = 0   - Ln6    = Ln 1   - Ln6    = 

                                       Ln 2    +Ln3  =  
 
 

   قال سيد البلغاء 
 أمير المؤمنين     

 عليه السلام      
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                                                      y = Ln  (  2 - cos x )   ❶ 

                    
  sin 𝑥

2− cos 𝑥
   ( =

  1

2− cos 𝑥
 (+ sin x  =  

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

                                                           y = Ln  ( cos x )    ❷ 

              - tan  x    =
  −sin 𝑥

 cos 𝑥
   ( =

  1

cos 𝑥
 (- sin x  =  

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 
       

                                               y = Ln  ( tan x  + sec x )    ❸ 

   
  sec 𝑥 (sec 𝑥 + tan 𝑥 ) 

 

tan 𝑥  + sec 𝑥
  =   

  sec 𝑥 + sec 𝑥 tan 𝑥 
2

tan 𝑥  + sec 𝑥
  =  

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                                         sec x  =  
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 
       

                                                           y = Ln  ( sec x )    ❹ 

                           tan x =   
   sec 𝑥 tan 𝑥 

 

  sec 𝑥
  =  

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 
       

                                                          y = Ln  ( tan 2 x )    ❺ 

                
  2 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 

 

 𝑡𝑎𝑛 𝑥
 =   

  2 tan 𝑥 .𝑠𝑒𝑐2 𝑥 
 

 𝑡𝑎𝑛2 𝑥
  =  

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 
                                                      

Ln | x |   x     جد                                           
2  =

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
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                                + c | Ln| 1+ sin Ѳ  =   
  𝐜𝐨𝐬𝜽 𝒅𝜽  

 

𝟏+𝐬𝐢𝐧 𝜽
        ❶ 

      

                                          + c| Ln | sin x  =   
  𝐜𝐨𝐬 𝒙𝒅𝒙  

 

𝐬𝐢𝐧 𝒙
        ❷ 

        

                                      + c| Ln |2 - cos x  =   
  𝐬𝐢𝐧 𝒙𝒅𝒙  

 

𝟐− 𝐜𝐨𝐬 𝒙
        ❸ 

     

 

                           Ln [ (  2 +tan x )= d x 
𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙

 𝟐+ 𝒕𝒂𝒏 𝒙
              ❹                         

 

             - Ln [ (  2 + tan 
−𝝅

𝟒
 ) ]  Ln [ (  2 + tan 

𝝅

𝟒
 )]= 

       -  Ln 1      Ln3  =- Ln (  2 -1 )      Ln (  2 +1 )= 
                                    Ln3      =0 -   Ln3 = 

 
     

                                        d x 
  sin 𝑥  

 

cos 𝑥
      =    d x tan x         ❺ 

                           + c|- Ln | cos x  =  d x    
  −  sin 𝑥  

 

cos 𝑥
    -  = 

 

     ❶     d x  cot  x             جد                                      

                                                          d x 
  𝐿𝑛 𝑥  

 

 𝑥
    ❷ 
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دالة اللوغارتم الطبيعي             
 في مجموعة الازواج المرتبة    y , xوابدلنا       y = Ln xلتكن  

    0 }                                       <{ ( x , y ) : y = Ln x   ;  x  

 لحصلنا على دالة نرمز لها    

                                             R 0     ; x ∈   <y   x = Ln y -1 

        x = e y                                                                                                   

  Ln xهو مدى    Ln -1 (y)ويكون مجال       

      

 

 

   هي عكس دالة اليوغاريتم الطبيلي (  eاساس )  e x  الدالة الأسية                    

  

                                                                    e x   =e x 
  𝑑

𝑑𝑥
 

 بصورة عامة     

                                                           
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
   e u  ( =e u )

  𝑑

𝑑𝑥
 

 

                                                        
  𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

                                                                      𝒆𝒕𝒂𝒏 𝒙  y = 

                                                   x Sec 2    .𝒆 𝒕𝒂𝒏 𝒙   =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
   

 

                                                                 𝒆 −𝟓𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟓   y = 

                                        (3  +-10 x . )𝒆 −𝟓𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟓     =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
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                                                                            e x 2 x y =      

                                                 (x (2 e x  +e x( 1) 2 x   =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
   

                 
 

 (x 2
 

 +2 x e x (            =e x  .x 2
 

  +e x  2 x   = 
             

                                                                 
 𝒆𝒙+ 𝒆−𝒙 

𝒆𝒙−𝒆−𝒙 y =          

   
 (𝒆

𝒙
− 𝒆−𝒙)(𝒆

𝒙
(𝟏)+ 𝒆−𝒙(−𝟏)− (𝒆

𝒙
+ 𝒆−𝒙)(𝒆

𝒙
(𝟏)− 𝒆−𝒙(−𝟏) 

(𝒆
𝒙

−𝒆−𝒙)
𝟐 = 

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 (𝒆𝒙− 𝒆−𝒙)(𝒆𝒙− 𝒆−𝒙)− (𝒆𝒙+ 𝒆−𝒙)(𝒆𝒙+ 𝒆−𝒙) 

(𝒆𝒙
−𝒆−𝒙)𝟐                       = 

   
 𝒆𝟐𝒙− 𝒆𝒙−𝒙−𝒆−𝒙+𝒙+ 𝒆−𝟐𝒙− (𝒆𝟐𝒙+ 𝒆𝒙−𝒙+𝒆−𝒙+𝒙+ 𝒆−𝟐𝒙) 

(𝒆𝒙
−𝒆−𝒙)𝟐 =  

       
−𝟒 

(𝒆𝒙
−𝒆−𝒙)𝟐 =      

 𝒆𝟐𝒙− 𝟏−𝟏+ 𝒆−𝟐𝒙− 𝒆𝟐𝒙−𝟏−𝟏− 𝒆−𝟐𝒙) 

(𝒆𝒙
−𝒆−𝒙)𝟐 =   

                  

                                                    | Ln | 2 x   . 𝒆 𝒙𝟐
 y = 

                           2𝑥 𝒆 𝒙𝟐
  .| Ln | 2 x +  

2

2𝑥
 𝒆 𝒙𝟐

.   =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                           | Ln | 2 x . 𝒆 𝒙𝟐
    2 x +  𝒆 𝒙𝟐

 
1

𝑥
    = 

             

                                                                         𝒆 
𝟏

𝒙 y = 

                   𝒆
𝟏

𝒙 
−𝟏 

𝒙 𝟐
   =

−𝟏 

𝒙 𝟐
 𝒆

𝟏

𝒙     =
 𝒙(𝟎)−𝟏 (𝟏) 

𝒙 𝟐
 𝒆

𝟏

𝒙    =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 
   

                                                       (𝒆−𝒙 - 𝒆𝒙    )
𝟏 

𝟐
  y = 

        (𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙)  
𝟏 

𝟐
           =𝒆𝒙(1) - 𝒆−𝒙(-1)] [ 

𝟏 

𝟐
   =

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
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1 +2 x ) 𝒆−𝟐𝒙                                                             )y =        

                           2)  )( - 2) +𝒆−𝟐𝒙  (1 +2 x ) 𝒆−𝟐𝒙  =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                   2 𝒆−𝟐𝒙 + (-2 - 4 x ) 𝒆−𝟐𝒙 = 

              𝒆−𝟐𝒙  x - 4          =2 )  +x  4 -2   ) 𝒆−𝟐𝒙  = 
             

 

  جد                                       
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
          لكل مما يلي  

                                                             𝒆 −𝒙𝟐
  2 x  y =    ❶ 

                      ( 3 x -  x ) 2𝒆 −𝒙𝟐
             

                                                                     Ln x  𝒆𝒙 y =   ❷   

                          (  (
1

𝑥
 Ln x +   )𝒆𝒙 

                                                                         𝒆− 𝒙𝟐
 y =     ❸ 

                          𝒆− 𝒙𝟐
 −2𝒙     

                                                           )  𝒆−𝒙   +𝒆𝒙 (   
1

2
 y =     ❹    

                           )𝒆−𝒙 -  𝒆𝒙    (
1

2
 

                                                                       
  𝒆𝒙 

𝟏+𝒆𝒙   Ln  y =    ❺   

                               
  𝒆𝒙 

𝟏+𝒆𝒙 
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  𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

                                                             ( 𝒆𝝅𝒙    )cos  y =            

                                 (𝛑  ( )𝒆𝝅𝒙  ( . )𝒆𝝅𝒙   )sin  -   =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                              (𝒆𝝅𝒙 )sin  𝒆𝝅𝒙   𝛑 -   = 
   
                

                                                                      y = 𝒆 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

-  sin x  𝒆 𝒄𝒐𝒔 𝒙                   = (1)  ( - sin x )   .𝒆 𝒄𝒐𝒔 𝒙   =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

  
 

                           
  𝒅𝒖

𝒅𝒙
  eu

  =eu
) d ( 

                          

                        e u + c
  𝒅𝒖

𝒅𝒙
  eu

 

     التكاملات الآتية ؟ جد                                                        

                                                                 𝒆 𝒙𝟐
 dx  x  

 

                                    𝒆 𝒙𝟐
 + c 

 1

2
      =𝒆 𝒙𝟐

 dx       2 x 
 1

2
   = 

           
         

                               𝒆 𝟐𝒙 
 dx 2           

 1

2
  =    𝒆 𝟐𝒙 

 dx 

 

                            ] 𝒆 𝟐𝑳𝒏𝟑 
 -𝒆 𝟐𝑳𝒏𝟓 

  [  1

2
     = 𝒆 𝟐𝒙 

  [  1

2
  =     

 

     8   16 ]
   

 = [  1

2
     =] 9   -25     [  1

2
   =] 3 𝟐 

 -5 𝟐 
  [  1

2
 = 
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                                           𝒆 −𝒙 
 dx -      -   =    𝒆 −𝒙 

 dx 

\ 

            𝟏]  -  𝟐−𝟏 [ -    = 𝒆𝟎]  -  𝒆−𝑳𝒏𝟐 [ - =   𝒆 −𝒙 
   [ - =     

                             
 1

2
            =𝟏]  -  

 1

2
 [ - = 

       

                                
(𝟏+𝒆𝒙)𝟑 

𝟑
 [   =     dx 𝒆𝒙  2  (𝒆𝒙 1 - ) 

                             ] 3 𝒆𝟎) 3 - (𝟏 +  𝒆𝟏)  (𝟏 + [  
 1

3
 = 

                               ] 3 1 ) 3 - (𝟏 +  𝒆 )  (𝟏 + [  
 1

3
 = 

                                          ]  3 - 8 𝒆 )  (𝟏 + [  
 1

3
 = 

 
 

         𝒆 √𝟏 - 𝒆  √𝟒  =     𝒆 √𝒙  [ =   
   𝑑𝑥 

2 √𝒙
 𝒆 √𝒙        =dx 

   𝑒 √𝒙 

2 √𝒙
       

 

                                                 𝒆   - 𝒆  𝟐     = 
  

 
 

     [𝒆
𝒄𝒐𝒔 𝒙  -   =dx ( x sin - ) 𝒆𝒄𝒐𝒔 𝒙    -    =dx  x sin  𝒆𝒄𝒐𝒔 𝒙 

 

            e -1  = ] 𝒆  - 𝟏  [ - =  ] 𝒆𝟏 - 𝒆𝟎  [ - =  ] 𝒆𝒄𝒐𝒔 𝟎 - 𝒆𝒄𝒐𝒔 
𝝅
𝟐

  -[ = 

 
 

      dx  𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙  3 x sec 2  3      
 1

3
   =dx  𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙  3 x sec 2      

                                        + c  𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙  
 1

3
  = 
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                      c  +𝒆 
𝒙

𝟑 3       =dx 
 1

3
  𝒆 

𝒙

𝟑     3    =dx  𝒆 
𝒙

𝟑 

 
   
 

d x                 𝒆−𝟑𝒙  -3      
 −4

3
      =dx  𝒆−𝟑𝒙  4      =  

  4𝑑𝑥

𝑒3𝑥 

                                        c + 𝒆−𝟑𝒙  
 −4

3
   = 

        

                                     dx  
 𝟐𝒆𝒙

𝒅𝒙 

𝟏+𝟐𝒆𝒙      
1

2
    =dx  

 𝒆𝒙𝒅𝒙 

𝟏+𝟐𝒆𝒙     

                              c +  |  Ln |1+ 2 𝒆𝒙  
1

2
 = 

     
  

     التكاملات الآتية ؟ جد                                                        

                                            = [ Ln ( Lnx )    
  𝒅𝒙 

𝒙 𝑳𝒏 𝒙
                       

                     Ln 1 -   Ln 2  = Ln ( Ln 𝒆 ) -  = Ln ( Ln 𝒆𝟐 ) 

                                                    Ln 2     =0 -   Ln 2     =  

 

     
 

                  c +  |  𝒆 −𝒙 + Ln | 𝒆𝒙    =dx 
 𝒆𝒙− 𝒆−𝒙 

𝒆𝒙+ 𝒆 −𝒙 

 
 

    
 

               dx 𝑥   −𝟏
 .   x      =dx 𝒆 𝑳𝒏 𝒙−𝟏

  x      =dx 𝒆− 𝑳𝒏 𝒙  x  
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                                   2 -1 = 1        =x [    =dx 1 

 
   

 

                       dx - 2  )
𝟏

𝟐   𝒆𝒙   )𝒆𝒙        =dx  √𝒆𝒙 − 𝟐  𝒆𝒙 
 

                       c +  √(𝒆𝒙 − 𝟐)𝟑  
2

3
    =c   +

 (𝒆
𝒙

+𝟐)
 
𝟑
𝟐 

 
𝟑
𝟐

  =    

     
 

  جد                                       
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
          لكل مما يلي  

                                                                       dx 𝒆𝟐𝒙       ❶ 

                       c + 𝒆𝟐𝒙 
1

2
    =             

                                                                cos  dx  𝒆 𝒔𝒊𝒏 𝒙       ❷   

                          (c +    𝒆 𝒔𝒊𝒏 𝒙= 

                                                                   dx   𝒆𝒙 . 𝒆𝟐𝒙        ❸ 

                         c + 𝒆𝟑𝒙 
1

3
   =   

                                                                                dx     √𝒆𝒙     ❹    

                         c  +  𝒆 
𝟏

𝟐
𝒙  2  = 
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 𝒆𝒖 𝑳𝒏 𝒂   =𝒂𝒖     عدد ا موجبا فان     a     اذا كان                   
 

 
 

.       Ln a                مبرهنة 
  𝒅𝒖

𝒅𝒙
  𝒂𝒖  =  𝒂𝒖  

  𝒅

𝒅𝒙
 

 
  

                                                        
  𝒅𝒚

𝒅𝒙
     لكل مما يأتي   ؟      جد

 

                                                                     y = 3 
2x - 5 

            3 
2x - 5

  2) . Ln 3      =   2 ( Ln 3)   )3 
2x - 5

   =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

                                                                     𝟐 −𝒙𝟐
   y = 

         𝟐 −𝒙𝟐
    .Ln2)  -2x   =  )Ln(2)  (-2x   )𝟐 −𝒙𝟐

    =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

                 𝟗 √𝒙   y = 

               𝟗 √𝒙  .(  Ln9    
1

2√𝑥
 )   =Ln 9    

1

2√𝑥
  𝟗 √𝒙    =

  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

                                                                    
−𝒙

𝟒 𝟕    y = 

          
−𝒙

𝟒 7  (Ln 7     
−1

4
     =   )Ln 7     

−1

4
   . 

−𝒙

𝟒 𝟕     =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

                                                                   5 𝒔𝒊𝒏 𝒙   y = 

  Ln 5 ) 5 𝒔𝒊𝒏 𝒙   x cos   )Ln 5  =    x cos   5 𝒔𝒊𝒏 𝒙   =
  𝑑𝑦

𝑑𝑥
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  dx=    14           أثبت ان          

√ √𝒙
𝟑

+𝟏

√𝒙𝟐𝟑                 

                                dx   
(𝒙

𝟏
𝟑+ 𝟏)

𝟏
𝟐

 𝒙
𝟐
𝟑 

   =dx  

√ √𝑥
3

+1

√𝑥23            :LHS 

    

        dx 𝟏)
𝟏

𝟐  +𝒙 
𝟏

𝟑   )𝒙
−𝟐

𝟑 
1

3
       3  =   dx 𝟏)

𝟏

𝟐  +𝒙 
𝟏

𝟑   )𝒙
−𝟐

𝟑    = 

 

                   𝟏)
𝟑

𝟐  +𝒙 
𝟏

𝟑   )[      
2

3
  .3            =

(𝒙
𝟏
𝟑+ 𝟏)

𝟑
𝟐

  32
  [ 3    = 

                      ] }
𝟑

𝟐  1 +0) 
𝟏

𝟑 ){  [ -  ] }
𝟑

𝟐  1 +27) 
𝟏

𝟑 ){ [   2= 

                 ] 1- (4) 
𝟑

𝟐 2 [           =]  
𝟑

𝟐  (1)- 3 + 1) 
𝟑

𝟐  )[   2= 

RHS 14  =   ] 1- 𝟖 2 [             =          ] 1- ( 22) 
𝟑

𝟐 2 [           = 

                                     RHS   =LHS 

  @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@   
           

            |   dx   |  6 - 𝒙 3 30 =            أثبت ان               

                                                     

\                                                       dx   |  6 - 𝒙 3   |          :LHS 

  
   
             

          dx ( 6 - 𝒙 3  (  +   dx( - 𝟑𝒙 6  (      =dx |  6 - 𝒙 3   |          
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                             𝑥 6  -  
3𝑥2

2
  [      +

3𝑥2

2
 - 𝑥 6 [= 

]                          
3(−2)2

2
 6 (-2) - )-  (

3(2)2

2
 –12  )[= 

]          (6(2)  - 
3(2)2

2
  )6(4) - - 

3(4)2

2
 )[+  

   ]                     (12)  - (6 24) - - 24 )[+]  6 12) -- ) -  (6 –12  )[= 

          RHS  = 6 +18+(0+6)           =  24 + 6        = 30  

                                       RHS   =LHS 

  ###################################    
  

 

             أثبت ان                                                       

 

                                                   
𝟑𝟑 

𝟓
  =  dx   √(𝟑𝒙 − 𝟏)𝟐𝟑          ❶ 

 

                                                     
 𝟐𝟎 

 𝟑
 =  dx  )

 𝟏 

 √𝒙
   +  √(𝒙             (❷   

                         

                                                                 
𝒙𝟑

𝟑
 dy =  y 2           ❸     

 
 

                              ( f ( x  [ 6 , 2- ]       دالة مستمرة عي  الفترة  

   ]   dx  = 32  3]+( f ( x    اكان      dx =6 (      f ( x     كانفاذا               
 فجد                                       

                                            dx  ( f ( x   
     

                                      32 = d x  ] 3+ ( f ( x [ 
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 = 32                         d x          3 + d x  ( f ( x  

 

= 32                            [ 3 x + d x  ( f ( x   + d x +  ( f ( x  

 

                           = 32  3(6) – 3 ( -2)] [ 6 + d x +  ( f ( x 

 

                                6 + 18 +6 = 32 d x +  ( f ( x 

   

                                       30 = 32 d x +  ( f ( x 

 

                                   30 -  = 32 d x   ( f ( x 

 

                                          = 2 d x   ( f ( x 

 

     

  اذا عيمت ان       ∋ R  a جد قيمة                                        

                   

                                d x   x  2         sec 2  =  d x   )  
𝟏

 𝟐
    +x  ) 

  
 
  
 
 

                                                               2 [  tan x        =   x    
  𝟏

 𝟐
 +  

  𝒙𝟐

 𝟐
  [ 

     

      2 [  tan 
𝝅

𝟒
 -  tan 𝟎 ]     = (1) ]   

  𝟏

 𝟐
 +  

  𝟏

 𝟐
  [  - a ]   

  𝟏

 𝟐
 +  

  𝒂𝟐

 𝟐
  [ 

      2 +1     =    
  𝒂

 𝟐
 +  

  𝒂𝟐

 𝟐
   2 (  1 -  𝟎 )            = 1 -     

  𝒂

 𝟐
 +  

  𝒂𝟐

 𝟐
   

  3)       ×    (2)                                     =    
  𝒂

 𝟐
 +  

  𝒂𝟐

 𝟐
   )   



     

 67 الصفحة    
 

   6 = 0                                                      -  𝒂  +  𝒂𝟐         
                                                        ( a +3 ) (a - 2 ) = 0 

                    a  = - 3                                  0  =a+3       either     
                      a  = 2                                  0  =a -2        or 

           
 

 ( x -3) =    اذا كان للمنحني                               
3
 +1   ( f ( x   نقطة 

 جد القيمة العددية  للمقدار  ( a , b)انقلاب                                                               

 

                                           d x ( f  "( x       -   d x ( f  '( x  

 
 

                                                = ( x - 3 ) 
3
 +1   ( f ( x 

                                                    =3 ( x  -3 ) 
2
     ( f  ' ( x 

         =6 ( x -3 )                                                 ( f  " ( x 

    f  " ( x ) = 0  نجلل         

                                                                0  =6 ( x - 3 ) 
                            6                               ÷0  =6 x  - 18      
                            x  = 3                           0  =x  - 3   

                = ( 3 -3 ) 
 3
 +1   ( f ( 3            = ( x -3 ) 

3
 +1   ( f ( x 

 f ( 3 )   1+ 0 = =  1           (  1 , 3نقطة مرشحة )         

     
                         

 
 

 نقطة انقلاب (  1 , 3)                  

                              d x ( f  "( x          -   d x ( f  '( x 

 
 

                               d x      6 (x -3 )     -  d x 3 (x -3 ) 
2  

 

                                     
  ( 𝒙 −𝟑 )𝟐 

 𝟐
 6 [ -        

  (𝒙 −𝟑 )𝟑

 𝟑
 3  [    
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                                       (𝒙 − 𝟑 ) 𝟐 3 [ -      (𝒙 − 𝟑 )𝟑  [  = 

 

 ]  (𝟎 − 𝟑 )𝟐 3 - (𝟑 − 𝟑 )𝟐 3 [ - ] (𝟎 − 𝟑 )𝟑   -  (𝟏 − 𝟑 )𝟑  [  = 

          ]      (−𝟑 )𝟐 3 - (𝟎 )𝟐 3 [ - ] (−𝟑 )𝟑   -  (−𝟐 )𝟑  [  = 

                                     46                  =27 +27 +- 8  = 
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          اولاا     
 

 مساحة المنطقة A التكن   [a ,b ] الفترة عي  دالة مستمرة    y =  f ( x ) لتكن      

 x = a  , x =bالتي يحدها منحني الدالة امحور السينات االمستقيمين        
 

  =  dx(  f ( x A  تسااي        Aفان المساحة     f ( x  ) > 0 اذا كانت     

 

  - =  dx(  f ( x A  تسااي        Aفان المساحة     f ( x  ) < 0 اذا كانت      

 

                                

 x = a  , x =bمحور السينات في       y =  f ( x )عندما يقط  منحني الدالة         

 نتب  الخطوات الآتية                                             

   [a ,b ] على سالبة قيم موجبة قيم تمتلك    f   عندما المساحة ايجاد خطوات         
                                            

 .          f ( x  ) = 0نجد النقاط عندما                    

   [a ,b ]كموق  عي    f ( x  ) = 0التي تجلل      xنستخدم قيم                  

   [a ,b ]لنحصل عي  فترات جزئية من                    

 عي  كل فترة جزئية . عميية التكامل ءنجري                
                   

 ( 3نجم  القيم المطيقة ليتكاملات في الخطوة  )                   

 
 
 
 
 

 
 



     

 70 الصفحة    
 

 
 

 x     الدالة بمنحني المحددة المنطقة مساحة جد                  
3
 -4 x    = (  f ( x   

    [2 ,2- ]  الفترة وعلى السينات ومحور                                    
                     

 f ( x  ) =  0  نجعل        

                        0  =x 
2
 - 4 )    ) x          0  =x 

3
 - 4 x     

                                  [ -2, 2]   ∈              0  =x            either     

                      x 
2
 = 4         x 

 2
 – 4                0  =x 

2
 - 4        or 

                                  [ -2, 2]   ∈          2  ± x  = 

 

[0,2] [ -2, 0] ,                    

 
 

           𝟐𝒙𝟐  -  
  𝒙𝟒

 𝟒
 [=   

  𝟒𝒙𝟐

 𝟐
  -  

  𝒙𝟒

 𝟒
 [ =  dx ( x 

3
 - 4 x )       =A 1 

 

4      =4 – 8) )- =]  𝟐(𝟒)  -  
  𝟏𝟔

 𝟒
 [ - =]  𝟐(−𝟐)𝟐 - 

  (−𝟐)𝟒

 𝟒
 [ -  ( 0) 

 

           𝟐𝒙𝟐  -  
  𝒙𝟒

 𝟒
 [   =

  𝟒𝒙𝟐

 𝟐
  -  

  𝒙𝟒

 𝟒
 [   =dx ( x 

3
 - 4 x    )    =A 2 

 

 4     -  =4 – 8) ) =]  𝟐(𝟒)  -  
  𝟏𝟔

 𝟒
 [ -  =( 0)- ] 𝟐(𝟐)𝟐 - 

  (𝟐)𝟒

 𝟒
 [     

 ∴ A 1 | + | A 2 |  = A | =  8 = 4 + 4 =  | 4- |+ | 4 |      وحدة مربعة

 
 

 x        منحني الدالةالتي يحدها  جد مساحة المنطقة                   
2

    = y         

 x = 1  , x =3   ومحور     السينات  والمستقيمان                                    

                     

 f ( x  ) =  0  نجعل        

                        [ 1, 3]           0  =x              0  =x 
2
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  لا تجزئة  لفترة التكامل ∴    

  
𝟐

 𝟑
 8  =

  𝟐𝟔

 𝟑
   =

  𝟏

 𝟑
 - 

  𝟐𝟕

 𝟑
  =

  (𝟏)𝟑

 𝟑
 - 

  (𝟑)𝟑

 𝟑
     =

  𝒙𝟑

 𝟑
 [ =dx  x 

2
      =A 

 
 
 

 x  x  جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة                  
2
+ 2 3  x 

3
- = y    

  .   ومحور السينات                                    

                     
 

 f ( x  ) =  0  نجعل         

       0  =(   x + 2 3  x 
2
-   )x               0   =x  x 

2
+ 2 3  x 

3
-      

                                                             0  =x             either 

                 ( x  - 2 x – 1)(          )   0   = x + 2 3  x 
2
-       or 

                         1 = x                 0   (  = 1- x )            either 
                         2 = x                 0   (  = 2- x )            or 

                              

[ 1, 2]  [ 0, 1]          

 

                
  𝒙𝟐

 𝟐
   +

  𝟑𝒙𝟑

 𝟑
 -  

  𝒙𝟒

 𝟒
 [  =dx ( x 

3
 -3 x 

2 
+ 2 x    )     =A 1 

                                           
 𝟏

 𝟒
   =0 )   )-  ] 1  +1 -  

 𝟏

 𝟒
 [ 

                 
  𝒙𝟐

 𝟐
   +

  𝟑𝒙𝟑

 𝟑
 -  

  𝒙𝟒

 𝟒
 [  =dx ( x 

3
 -3 x 

2 
+ 2 x    )     =A 2 

 

                 
 𝟏

 𝟒
 -   =

 𝟏

 𝟒
  0 -    =] 1  +1 -  

 𝟏

 𝟒
 [ - ] 4  +8 -  

 𝟏𝟔

 𝟒
 [ 

 

            | 
 𝟏

 𝟒
 | +| - 

 𝟏

 𝟒
 |  = 

 𝟏

 𝟒
 + 

 𝟏

 𝟒
 = 

 𝟐

 𝟒
   =| A 1 | + | A 2 |  = A ∴ 

وحدة مساحة                                   
 𝟏

𝟐 
 = 
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 x     جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحني                  
2
 - 1     = (  f ( x   

    [3 ,2- ]  ومحور السينات وعلى الفترة                                    
                     

 f ( x  ) =  0  نجعل        

[ -2, 3]   ∈   x  = ± 1            0  =x 
2
 - 1             0  =x 

2
 - 1      

  
 
 

 [1- ,2- ]   , [1 ,1- ]    , [3 ,1 ]  هي فترات التكامل   ∴        
   

                                        [
  𝒙𝟑

 𝟑
 - x        =dx x 

2
 – 1 )   =        )A 1 

  

              [ 
 −𝟖

 𝟑
  +  2]  -  [ 

 −𝟏

 𝟑
  + 1]  = [ 

 −𝟖

 𝟑
 - (-2)] -   [ 

 −𝟏

 𝟑
 - (-1)] 

                     
 𝟒

 𝟑
  =  

 𝟕

 𝟑
  - 1  =

 𝟖

 𝟑
  - 2        +

 −𝟏

 𝟑
  + 1  = 

          

                                    [
  𝒙𝟑

 𝟑
 - x         =dx x 

2
 – 1 )   =           )A 2 

  

          
− 𝟒

 𝟑
     =

 𝟐

 𝟑
  - 2  =

 𝟏

 𝟑
  - 1     +

 𝟏

 𝟑
  - 1     =[ 

 −𝟏

 𝟑
 + 1] -   [ 

 𝟏

 𝟑
 – 1 ]  

                

                                        [
  𝒙𝟑

 𝟑
 - x         =dx x 

2
 – 1 )   =           )A 3 

   

            
 𝟐𝟎

 𝟑
    =7  - 

 𝟏

 𝟑
  =

 𝟏

 𝟑
  + 1  - 9  - 3     =[ 

 𝟏

 𝟑
 - 1] -   [ 

 𝟐𝟕

 𝟑
 – 3 ]    

             | 
 𝟒

 𝟑
 | +| - 

 𝟒

 𝟑
 | +| 

 𝟐𝟎

 𝟑
 |  =+ | A 3 |  | A 1 | + | A 2 |  = A  

وحدة مساحة             
 𝟏

𝟑 
 9   =

 𝟐𝟖

 𝟑
  

 𝟒

 𝟑
  +  

 𝟒

 𝟑
  + 

 𝟐𝟎

 𝟑
  =    = A ∴ 
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 x     بالدالة المحددة مساحة جد                  
2
 - 4   3- x 

4
   = (  f ( x   

    [3 ,2- ]  الفترة وعلى السينات ومحور                                    
                     

 f ( x  ) =  0  نجعل        

                                             0  =  x 
2
 - 4   3- x 

4
 

                                                 0  =   (x 
2
  + 1   () x 

2
 - 4  )  

  

     2  ±  = x            4 = x 
2

                 0  (  =  x 
2
 - 4)     either 

            √−𝟏 ±  = x         -1 = x 
2

                 0   = ( x 
2
  +1)     or 

       
         [ 2, 3]    [ -2, 2] 

 

             x 4 -  
  𝟑𝒙𝟑

 𝟑
 -  

  𝒙𝟓

 𝟓
 [          =dx (x 

2
 - 4   3- x 

4
            )=   A 1 

 

  ] 16  +
− 𝟑𝟐

 𝟓
 [- ] 16- 

 𝟑𝟐

 𝟓
 [  =] 8 +8  +

− 𝟑𝟐

 𝟓
 [ - ] 8 - 8 -  

 𝟑𝟐

 𝟓
 [ 

 

        
−𝟗𝟔

 𝟓
     =

 𝟔𝟒−𝟏𝟔𝟎

 𝟓
     =32-  

 𝟔𝟒

 𝟓
        =16-  

 𝟑𝟐

 𝟓
   +16- 

 𝟑𝟐

 𝟓
  = 

 

             x 4 -  
  𝟑𝒙𝟑

 𝟑
 -  

  𝒙𝟓

 𝟓
 [          =dx (x 

2
 - 4   3- x 

4
            )=   A 2 

 

  16 ) - 
 𝟑𝟐

 𝟓
  ) -  (39 -  

 𝟐𝟒𝟑

 𝟓
 =)] 8- 8- 

 𝟑𝟐

 𝟓
 [ - ] 12 - 27 -  

 𝟐𝟒𝟑

 𝟓
 [ 

 

          
𝟗𝟔

 𝟓
     =

 𝟐𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟓

 𝟓
     23-  

𝟐𝟏𝟏

 𝟓
  = 16 +  

 𝟑𝟐

 𝟓
 - 39-  

𝟐𝟒𝟑

 𝟓
        =  

    | 
−𝟗𝟔

 𝟓
 | +|  

𝟗𝟔

 𝟓
 |  = 

𝟗𝟔

 𝟓
 + 

𝟗𝟔

 𝟓
 = 

𝟏𝟗𝟐

 𝟓
   =| A 1 | + | A 2 |  = A ∴ 
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   السينات ومحور      sin x  = y       بالدالة المحددة مساحة جد                  

  ]  الفترة وعلى                                      
−𝝅

𝟐
,  𝝅]    

 

   f ( x  ) =  0  نجعل         

                                                                          0 = sin x 

                         𝝅 -2    ,     𝝅-    ,     𝝅 2   ,  𝝅    ,  0 =   x 
                                                                 ∈       ∈ 

 

  ]   الفترات    ∴     
−𝝅

𝟐
, 0 ] , [0 ,  𝝅 ]  

                 

 (    ( cos 
−𝝅

𝟐
    - ( cos 0 - =     [  - cos x    =  d x     sin x    A 1  = 

                               
                                              - 1   =    ( 0    - ( 1 - =      

       

 (    ( cos 𝟎    - ( cos 𝝅 - =      [  - cos x    =  d x     sin x    A 2  = 

                               
                                             2   =    ( 1    - (  -1  - =      

  ∴ A 1 | + | A 2 |  = A |=   3= 2+ 1=  | 2 |+ | 1- |      وحدة مساحة     
    

 

  ومحور      cos x  = y       الدالةجد مساحة المحددة بمنحني                   

    [𝝅,  𝝅−  ]  الفترة وعلى  السينات                   ❼              
 

 f ( x  ) =  0  نجعل                   

                                                                              0 = cos x 

                                            
−𝟑𝝅

𝟐
    ,   

−𝝅

𝟐
 ,  

𝟑𝝅

𝟐
    ,  

𝝅

𝟐
 =   x 

                                                           ∈                ∈    
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 [  الفترات  ∴    
𝝅

𝟐
, 𝝅 ,  [   [  

−𝝅

𝟐
,  

𝝅
𝟐
 ]    ,   [  - 𝝅,  

−𝝅
𝟐

]    

                

 (    (( sin - 𝝅       ( sin 
−𝝅

𝟐
) - =     [  sin x    =  d x  cos x    A 1  = 

                               
                                              - 1   =     0    - 1 + =      

       

    ( (( sin  
−𝝅

𝟐
     ( sin 

𝝅

𝟐
) - =     [  sin x    =  d x            cos x A 2  = 

                               
                                             2   =    ( 1     (  1  + =            

       

  (         sin  
𝝅

𝟐
     sin 𝝅 - =     [  sin x    =  d x            cos x A 3  = 

                               
                                             -1   =    1    0  - =      

   | -1 | +| 2 |+| -1 |   =1+2 +1 =4   =| A 1 | + | A 2 | | A 3 |  = A ∴  
        وحدة مساحة                      

 

  ومحور      sin 3 x  = y         بالمنحني المحددة مساحة جد                  

  ,0 ]  الفترة وعلى  السينات                                    
𝝅
𝟐
 ]    

 

 f ( x  ) =  0  نجعل                   

                                                                                  0 = sin 3 x 

          
𝟐𝝅

𝟑
   ,  

𝝅

𝟑
    ,  0    =   x             ÷ 𝟑    ] 𝝅 2   ,  𝝅    ,  0  = [ 3 x 

                    ∈       ∈ 
  

 ] الفترات   ∴     
𝝅

𝟑
,  

𝝅
𝟐
]  ,  [ 𝟎,  

𝝅
𝟑
 ] 
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                                   [  
−𝟏

𝟑
 cos 3 x    =  d x     sin3 x   A 1  = 

 

          (
𝟐

𝟑
   =] 1   

−𝟏

𝟑
 [  -1- =  ]  cos 3(0)   

−𝟏

𝟑
  [ ( cos 3 (

𝝅

𝟑
)  - =      

      
 

                                   [  
−𝟏

𝟑
 cos 3 x    =  d x     sin3 x   A 2  = 

 

     (
−𝟏

𝟑
   =] 1   

−𝟏

𝟑
 [  0 + =  ]  cos 3 (

𝝅

𝟑
)   

−𝟏

𝟑
  [ ( cos 3 (

𝝅

𝟐
)  - =      

                 | 
𝟐

𝟑
 | +| 

−𝟏

𝟑
 |   = 

𝟐

𝟑
 + 

𝟏

𝟑
  =1   =| A 1 | + | A 2 |   = A ∴  

    وحدة مساحة         
 

  ومحور      cos 2 x  = y 2  1-      بالمنحني المحددة مساحة جد                  

  ,0 ]  الفترة وعلى  السينات                                    
𝝅
𝟐
 ]    

 

                                        cos 2 x  =   1 -2 cos 2 x  = y       

 f ( x  ) =  0  نجعل  

                                                                              0 = cos 2 x 

                      
𝟑𝝅

𝟒
   ,  

𝝅

𝟒
  =   x               ×

𝟏

𝟐
      ] 

𝟑𝝅

𝟐
   ,  

𝝅

𝟐
  =  [ 2 x 

                                ∈ 
                                                        

 ] الفترات          ∴       
𝝅

𝟒
,  

𝝅
𝟐
]  ,  [ 𝟎,  

𝝅
𝟒
 ]            

 
  

 

                  d x      cos 2 x        =  d x ( 1 -   ( 2 cos 2 x   A 1  = 
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𝟏

𝟐
 = ]  𝟎  -  

𝟏

𝟐
 [ 1=  ]  (𝟎 )   sin 2-   (

𝝅

𝟒
  )   

𝟏

𝟐
 [ sin 2 =  [ 

𝟏

𝟐
  sin 2 x= 

 
       

 

                     d x      cos 2 x        =  d x ( 1 -   ( 2 cos 2 x   A 2  = 
 

   
−𝟏

𝟐
 = ] 1-0  

𝟏

𝟐
 [=  ]  (

𝝅

𝟒
 )   sin 2-   (

𝝅

𝟐
  )   

𝟏

𝟐
 [ sin 2  = [ 

𝟏

𝟐
  sin 2 x=  

 

 وحدة مساحة       
𝟐

 | +| 
−𝟏

𝟐
 |   = 

𝟏

𝟐
 + 

𝟏

𝟐
  =1   =| A 1 | + | A 2 |  = A ∴  

 
    

  
 

 جد المساحة المحددة بالمنحنيات امحور السينات                                                        

             االفترات المحددة لكل مما يأتي                                                       

 

                       [ 0,  𝟐𝝅 ]  ,       d x    1 - sin  x     = (  f ( x    ❶  
 

                          [ 0,  
𝝅
𝟐
 ]  ,         d x    1 - 2 sin  x  = (   f ( x   ❷    

                         
       [ 0,  𝟐𝝅 ]  ,      d x  sin  x  cos  x   sin  x -     = (  f ( x   ❸      

                           [ 0,  
𝝅
𝟐
 ]      d x  sin2  x -  sin  x     = (  f ( x    
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 المحددة بمنحنيين مساحة منطقة        

  فان المساحة    [ a, b ]   الفترة دالتين مستمرتين على f ( x   ,(  g ( x  )   اذا كان          

                   A       المحصورة بين المنحيين نجدها كما يلي         

    

       هي Aفالمساحة     [ a, b ] في الفترة  g ( x    <(   f ( x  )  اذا كان       1-        

                          

                                             d x  ] (  g ( x -  ( =           [  f ( x A 

  

    

      هي Aفالمساحة     [ a, b ] في الفترة  g ( x    >(   f ( x  )  اذا كان       2-        

                          

                                             d x  ] (  g ( x -  ( =          - [  f ( x A 

 

  بجعل وذلك التقاطع نقاط نجد      [ a, b ]     بين المنحنيان تقاطع اذا      3-        

                                 (  g ( x  =(   f ( xقيم نجد ثم (  ( xالى تنتمي التي ( a, b )   ونجزئه   

  جزيئية فترة  كل في دالتين بين الفرق تكامل نجد ثم    . جزيئية فتراة الى                                 
 . المطلوبة  المساحة تمثل والتي التكاملات مطلق مجموع نجد ذلك بعد ثم                                

       

    𝒙  = y   والمستقيم   𝒙  = y√  جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحني                                  

           
        

 𝒙  =    √𝒙                                         نجد نقاط تقاط  المنحنيين                       

                                    بتربيع الطرفين                           
                      0 = x (1 -  x  

)               0 = x  -  x 2
                  x  =  x

 2
       

                                                                      0 = x      either   
                                                                      1 = x      or   

                        [ 0, 1 ]    

                        d x   ( =        (   𝑥
𝟏

𝟐  - x  d x   ( =        (  √𝑥  - x A 
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 𝑥2

 2
 - √𝑥3  

 2

 3
   [        =

 𝑥2

 2
 -  

𝑥
3
2

3

2

 [     

            
 1

 6
 =  

 4−3

 6
  =  

 1

 2
 -  

 2

 3
      =0 -  ] 

 (1)2

 2
 - √(1)3  

 2

 3
   [ 

وحدة مساحة                                                
 1

 6
    =A =| 

 1

 6
  |    

       

 x  جد مساحة المنطقة المحصورة بين  المنحني                                              
3
  = y    والمستقيم 

                                                       𝒙  = y    

           
        

                                   𝑥  =  3 xنقاط تقاط  الدالتين                                          نجد                       

     0 = (  x  -  1  
)  (  x  +  1

  
)  x          0 = x (  x 2 -  1  

)          0 = x 3 -  x 
                    

                                                                      0 = x      either   
                                  1-  = x                   0 =   1 + x      or   

                                       1  = x                    0 =  1  - x       or   

 
 [ 0 , 1- ]  [ 1 ,0] فترات التكامل   ∴       

      | |∫ (𝑥3 − 𝑥)𝑑𝑥  
1

0
    + | ∫ (𝑥3 − 𝑥)𝑑𝑥  

0

−1
   |= | A 1 | + | A 2 |  = A 

∴ 

                                      |[ 
𝒙𝟒

𝟒
 - 

𝒙𝟐

𝟐
   | + | [ 

𝒙𝟒

𝟒
 - 

𝒙𝟐

𝟐
   |  = A ∴ 

 

                            |(0) - ( 
𝟏

𝟒
 - 

𝟏

𝟐
 )| + | [ ( 

𝟏

𝟒
 - 

𝟏

𝟐
 ) – (0) |  =   

        | 
𝟏

𝟒
 | + | 

−𝟏

𝟒
|          =| - ( 

𝟏−𝟐

𝟒
 )| + |   ( 𝟏−𝟐

𝟒
  ) |  =  

وحدة مساحة                                
𝟏

𝟐
       =

𝟐

𝟒
           = 

𝟏

𝟒
 +  

𝟏

𝟒
           = 
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𝒙√   بالدالتين المحددة المنطقة مساحة جد                                               − 𝟏  = y   و
𝒙

𝟐
  = y    

        [ 5 , 2 ]  الفترة وعلى                                                

        

                          الدالتين نقاط تقاط نجد                       
𝒙

𝟐
   =√𝒙 − 𝟏                                       

بتربيع الطرفين                                                
𝑥2

4
  =x - 1  

       0 =  4   +4 x - 𝑥2        𝑥2  =4 x – 4       4  ]  
𝑥2

4
  =x – 1  [ 

         0           x = 2        (2,5)  = 𝑥 − 2              0   = (𝑥 − 2 )2      
              

                 d x ]  
𝑥

2
  -  )

1
2 x – 1  ) [      =   d x   (

𝑥

2
  - √𝒙 − 𝟏 )   A =    

   

                   
 𝑥2

 4
 -  (𝑥 − 1)

3
2  

 2

 3
   [        =

 𝑥2

 2
 

 1

 2
 -  

(𝑥−1)
3
2

3

2

 [  A = 

                ] 
 (2)2

 4
 - (2 − 1)

3
2  

 2

 3
   [ -  ] 

 (5)2

 4
 - (5 − 1)

3
2  

 2

 3
   [= 

                                   ] 
 4

 4
 - (1)

3
2  

 2

 3
   [ -  ] 

 25 

 4
 - (4)

3
2  

 2

 3
   [= 

                                        ]  1 -  
 2

 3
   [ -  ] 

 25 

 4
 - ( 22)

3
2  

 2

 3
   [= 

                               
−7

 12
   =

 64−75+4

 12
  =    

 1

 3
   +  

 25 

 4
 -  

 16

 3
   = 

 |    وحدة مساحة          
−𝟕

𝟏𝟐
 |  =  

𝟕

𝟏𝟐
                       =A  
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  جد مساحة المنطقة المحددة بالدالتين                                        
4 -12  x = y   و 

2    x = y    

                                                     

        

       الدالتين نقاط تقاط نجد                       

              
                           0   =

2  - 12  x - 
4    x           

2    x  =
4 -12  x                                                      

                                            0   =   (
2 +3  x )    (

2 - 4  x )  

          
 
= ±2  x             

2 
= 4  x      = 0            (

2 - 4  x )    either 

                                   
 

)            0 ≠           دائما
2 +3  x )    or 

             

                    
 𝑥3

 3
  - x 12 -  

 𝑥5

 5
  [    =d x 

2 )   x - 
4 -12  ( x       A =            

 

       ] 
 (−2)3

 3
  - (-2) 12 -  

 (−2)5

 5
  [ - ] 

 (2)3

 3
 - (2) 12 -  

 (2)5

 5
  [ A =  

  

                          ] 
 8

 3
  +24    +

− 32

 5
  [   - ] 

 8

 3
 - 24  -  

  32

 5
  [  = 

          
 16

 3
 - 48  -  

  64

 5
    =    

 8

 3
 - 24  -  

 32

 5
   +

 8

 3
 - 24  -  

  32

 5
    = 

                                              
− 608

 15
          =

  192−720−80

 15
 = 

 |وحدة مساحة                                              
−𝟔𝟎𝟖

𝟏𝟓
 |  =  

𝟔𝟎𝟖

𝟏𝟓
     =A 

  
 

   بين منحني  الدالتين  جد المساحة المحددة                                                 

                3 = x  ,     0 = x               ,0 =  y   ,       1

√𝑥+1
 =  y    ❶  

                            [ -1,1]        y  = √𝑥
𝟑

        ,     [ -1,1]        y  = x ❷             
     ❸  y  = 3  ,             y  = x                 ومحور الصادات                        

                  [ 0 ,5 ]           √𝑥 + 4 =  y             ,     
2

√𝑥+4
 =  y   ❹   
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 , sin x  =(  f ( x         بالمنحنيين المحددة المنطقة مساحة جد                                              

                                                    x  cos  =  (  g ( x الفترة وعلى        
−𝝅

𝟐
 , 

𝝅

𝟐
]  [ 

        

                   الدالتين نقاط تقاط نجد                       

              
                          x  cos      ÷            x  cos  =     sin x                          

                                     1 =   x   1              tan  =   
𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 

        
𝝅

𝟒
    ,    

𝟓𝝅

𝟒
         =x       

                     ∈                    
 

  الفترات               
𝝅

𝟒
 , 

𝝅

𝟐
]  [     ,

− 𝝅

𝟐
 , 

𝝅

𝟒
]  [ 

 

                    x      cos +   sin x  [ =  x )  dx  sin -   cos x)   A 1 =               

 
 

                           (
−𝝅

𝟐
  cos ( + (  sin( 

−𝝅

𝟐
 )-

𝝅

𝟒
  )    cos +   sin 

𝝅

𝟒
= ) 

            1   +√𝟐     =1   +
𝟐

 √𝟐
   (    =0   -1 + )  ) -   

𝟏

 √𝟐
+     

𝟏

 √𝟐
  = ) 

        
 

                 x      cos +   sin x  [  =  x  )  dx  sin -   ( cos x   A 1 =               

 
 

                                (
𝝅

𝟒
  cos ( + (  sin( 

𝝅

𝟒
 )-

𝝅

𝟐
  )    cos +   sin 

𝝅

𝟐
= ) 

                √𝟐 1 - =    1 - 
𝟐

 √𝟐
   =  )    

𝟏

 √𝟐
 +     

𝟏

 √𝟐
 ) -   (0   1 + )   = 

     | =                      √𝟐  - 1  |+| 1   +√𝟐  | =| A 1 | + | A 2 |  = A ∴ 

 𝟐√+   1+  - 𝟐√  𝟐√𝟐=  1     مساحة وحدة                                                  
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 ,  = cos x  y  +  1      بالدالتين المحددة المنطقة مساحة جد                                          

                                                    x  - cos  =  y       𝟎        الفترة  وعلى , 
𝝅

𝟐
]  [ 

        

                   الدالتين نقاط تقاط نجد                       

              
                                                            x - cos  =     1  +  cos x 

                                                          0   =x  cos  +     1  +  cos x 

           
𝟐𝝅

𝟑
  ,  

𝟒𝝅

𝟑
    =x             

−𝟏

𝟐
  = cos x            1 - =   2 cos x 

                                                   
     

        

     d x  ( 1 +    (2 cos x      =   x ) dx  cos  +     1  +  cos x)          = A 

 

         ] 0 +  [ 2 sin 0  -    ]    
𝝅

𝟐
 +  [ 2 sin 

𝝅

𝟐
=       x  +  [ 2 sin x = 

 

                                    
𝝅

𝟐
 +    2   =      0   -  )    

𝝅

𝟐
 +  ( 2 (1) =        

       

 ,sin2 x  =(  f ( x    منحنيينبال المحددة المنطقة مساحة جد                                              

                                                      sin x  =(  g ( x 𝟎        الفترة  وعلى , 
𝝅

𝟐
]  [ 

        

                   الدالتين نقاط تقاط نجد                       

              
                                                            x  sin   =        sin2 x 

     0           = sin x - x  cos     2 sin x         0  =x  sin   -      sin2 x 

                         0                                   =1) - x  (2cos      sin x 

                 ,  2 𝝅  0 , 𝝅    =x      0                 =  sin x    either 
 

        0                                                       =1 -   x  2cos     or 

                       
𝟓𝝅

𝟑
   , 

𝝅

𝟑
      =x                       

𝟏

𝟐
    =x  cos      

                               ∈ 
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𝝅

𝟑
, 

𝝅

𝟐
]  [     𝟎 , 

𝝅

𝟑
]  [                  

 
 
 

              x  cos   +   cos2 x 
−𝟏

𝟐
  [  = ) dx x  sin   -    sin2 x       ) = A 

1 

 

    ]  (0)  cos   +   cos2 (0) 
−𝟏

𝟐
  [  -   ] (

𝝅

𝟑
  cos (  + (  cos2( 

𝝅

𝟑
 

−𝟏

𝟐
  [ = 

    ]  
𝟏

𝟐
 [ -  ]   

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟒
 +  [  =] 1 +    (1) 

−𝟏

𝟐
  [-  ] (

𝟏

𝟐
  (  + (  ( 

−𝟏

𝟐
 

−𝟏

𝟐
  [  = 

                                                              
𝟏

𝟒
   =     

𝟏

𝟐
  -     

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟒
 +   = 

 
 

              x  cos   +   cos2 x 
−𝟏

𝟐
  [  = ) dx x  sin   -    sin2 x  =      ) A 

2 

 

    ] ( 
𝝅

𝟑
 )  cos   +  cos2 ( 

𝝅

𝟑
 ) 

−𝟏

𝟐
  [  -   ] (

𝝅

𝟐
  cos (  + (  cos2( 

𝝅

𝟐
 

−𝟏

𝟐
  [ = 

            ]   
𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟒
 + [ 

𝟏

𝟐
 -  =] 

𝟏

𝟐
 +    (

−𝟏

𝟐
) 

−𝟏

𝟐
  [-  ](0  (  + ((-1  

−𝟏

𝟐
  [ = 

                                                                  
𝟏

𝟒
   -   =   

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟒
 -  

𝟏

𝟐
 - = 

وحدة مساحة         
𝟏

𝟐
 = 

𝟏

𝟒
   

𝟏

𝟒
 + = | 

𝟏

𝟒
 | - |  

𝟏

𝟒
 | +    =| A 1 | + | A 2 |  = A   
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 سرعة جسم يتحرك عي  خط    ( 𝒕)    لتكن    

 المقطوعة مستقيم افي مستو فان المسافة      

 هي     ]  , 𝒕𝟐    𝒕𝟏     [في الفترة الزمنية      

  

 S     كمية متجهةتمثل المسافة , المسافة كمية غير متجهة اما الازاحة    d    حيث    

 فان كلا منهما كمية متجهة لذا فان      𝒂    ا التلجيل    𝒗    االسرعة     

     

 الازاحة                                        السرعة                                         

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الازاحة                                                                                  
                                                                                  𝑺(𝒕)         

 

 البعد                                            𝒗(𝒕)السرعة                    𝒂(𝒕)  التعجيل     
    

                  

 المسافة |   |                                                                               

                                                                                    𝒅(𝒕)    
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      Exam                 4    بسرعة مستقيم خط على يتحرك جسم m/s- 2 𝒕 = 𝒗(𝒕) 

                                     فجد                                                     

 

 .   1,3] [المسافة المقطوعة في الفترة   ❶                    

         .   1,3] [   الازاحة المقطوعة في الفترة  ❷                    

 المسافة المقطوعة في الثانية الخامسة   .  ❸                

 . ثواني من بدأ الحركة  (4)بعده بعد مضي   ❹                
             

                                                                 𝒗(𝒕)  =   0        نجعل    

                                                        2   ÷                           0   =    4  -     2 𝒕 ❶ 

] [2,3  ] [1,2                 ] [1,3     2  ∈    = 𝒕                  0   =    2  -  𝒕 

 

  |  4 ) dt - 2 𝒕  )|       +  |  4 ) dt - 2 𝒕  )|     =  |  4 ) dt - 2 𝒕  )|       =  d 

      

                                    |           4t - 
2𝑡2

2
  [ |        +|           4t -  

2𝑡2

2
  [ |   = 

 

                      | 4 - 8) ] ) -   ( 12- 9  )[ |  +|   8) – (1- 4) ]- (4  [ |   = 

    2   = 1+  1 =   |   1 | +|   - 1 |  =     | + 4   3-  |  +|    - 4 +3 |   = 

  

                                              4t -  
2𝑡2

2
  [   =   4 ) dt - 2 𝒕  )     =  S    ❷ 

 

                          0   =     - 3 +3  =    1 – 4  ]  [ -  ]    12- 9 [ =         
           

                                                  4t -  
2𝑡2

2
  [   =   4 ) dt - 2 𝒕  )     =  d   ❸     

                         5   =     5 - 0  =    16 – 16  )  ( -  )    20- 25 ( =         
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                                     4t -  
2𝑡2

2
  [   =   4 ) dt - 2 𝒕  )     =  d   ❹   البعد 

                                                            0  =   0) )-   16 – 16  )  (   =               

  
       

      Exam           18       جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل m/s 2 فاذا كانت 

 ( من بدأ الحركة sec 4) بعد مرور  ( m / s 82) سرعته قد اصبحت                                  

 جد                                            

 .المسافة المقطوعة في الثانية الثالثة      ❶                    

  ثواني من بدأ الحركة  (3)بعده بعد مضي   ❷                    
                            

    18 t + c   =    𝒅(𝒕)    18   ∫     =     𝒅(𝒕)    𝒂(𝒕)   ∫  𝒗(𝒕)                                                                    

 𝒕 = 4 sec        ,82   =       𝒗(𝒕)وعند                                    

                     72 + c   =  82                                18 (4) + c   =  82   

                                            = 10     82 -72       =       c    

                                                                18 t + 10   =     𝒗(𝒕)   
                          

18𝑡2

2
 + 10 t [ =  (18 t + 10   )  = d   ❶ 

 

                          ]   10(2) +9(4)  [-  ]    10(3) +9(9) [ =         
  111 – 56     = 55 m  =              (36 + 20)- (81+30)=   

         

                      10 t +  
18𝑡2

2
  [  =  ) dt        ( 18 t + 10 =  d   ❷   البعد 

 

                   81+ 30 = 111 m  =  ( 0  )-  ]    10(3) +9(9) [=        
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      Exam                   تتحرك نقطة من السكون وبعدt    ثانية  من بدأ الحركة اصبحت 

 اوجد الزمن اللازم لعودة النقطة   m/s( t – t 2 100)سرعتها                                            

 .  الى موضعها الأول الذي بدأت منه , ثم احسب  التعجيل عندها                                              

       
  

                      100 t – t 2                                        =𝒗(𝒕) 

              c   +
𝑡3

3
 -  

100 𝑡2

2
      =dt  (100 t – t 2   =      )𝑺(𝒕)         

                                           c   +
𝑡3

3
 -   50 𝑡2     = 

 t = 0   =𝑺 (𝒕)            0            بدأ الجسم بالحركة من السكون         

                              c = 0          c   +
(0)3

3
 -   50(0) 2        =0 

                                                           
𝑡3

3
 -   50 𝑡2    =𝑺(𝒕) 

 0=  عندما يعود الجسم الى موضعه الأول الذي تحرك منه ) الموضع الأول تكون الازاحة        

                                                0                           =𝑺 (𝒕) 

                                        3)      ×)]  
𝑡3

3
 -   50 𝑡2        =0  [ 

              (𝑡   - 150 )    𝑡2    =0             𝑡3 -   150 𝑡2        =0   

𝑡 =      0           يهمل                                0      = 𝑡2      either 
                    sec    150  𝑡   =                0      = 𝑡   150 -     or 

                             100  – 2 t   =  𝒗(𝒕)  
𝑑

𝑑𝑡
   =𝒂(𝒕) 

    m/ s2    200 -   =100  –𝟑𝟎𝟎     =  100  –2 (𝟏𝟓𝟎)     = 𝒂(𝟏𝟓𝟎) 
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3t + 2 m/sجسم يتحرك من السكون بخط مستقيم بتلجيل قدره               

2
 جد الازاحة في     

 m 136ج //                                                                      6, 2 ] [الفترة                

 
 

 فاذا كانت سرعته         m/s2  18جسم  يتحرك  عي   خط  مستقيم  بتلجيل  قدره           

 عي  بدأ الحركة .    t 4    بلد             m /s 32        قد اصبحت                   

 m 1000ج //               sec 10احسب بلده عن  نقطة     بدأ الحركة  بلد مرار                

         

 t 2 +6 t + 3 = 𝑣(𝑡) 3 اذا كانت سرعة جسم يتحرك عي  خط مستقيم  هي               

  احسب                 

          m 98ج //                                                    4, 2 ] [  المسافة في الفترة   ❶     

       m/s2  18  عندما يصبح التلجيل  الزمن ❷    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



     

 90 الصفحة    
 

    

  لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة       1

                                                                y  = f ( x ) 

 حول محور السينات         x = a                ,x = b        المستمرة  من            

                                  
                     y 2 dx       V = 𝝅    

 

  لحسساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة      2

                                                                   x  = f (y ) 

  حول محور الصادات         y = a                ,y = b        المستمرة  من        

                                  
                       x 2 dy       V = 𝝅    

 

                                                                        
      

      Exam             4     المنطقة المحددة بين المنحني ≤   x  0 ≤    ,  √𝒙 = y      ومحور   

 جد حجمها  السينات دارت حول محور السينات                                         

 

                      

         x dx         = 𝝅   (√𝒙) 2 dx      = 𝝅   y 2 dx     V = 𝝅   

     

16]   مكعبة وحدة       

2
 -  0

2
 ]  = 8𝝅        = 𝝅 

 𝑥2

2
     [    = 𝝅 
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    Exam               4المنطقة المحددة بين المنحني ≤   y  1 ≤     
1

√𝑦
 = x       

 دارت حول محور الصادات جد حجمها                                          

  
                      

      
1

𝑦
 dy         = 𝝅   (

1

√𝑦
) 2 dy         = 𝝅   x 2 dy     V = 𝝅    

 

     ]  Ln 2 2 - 0 [   𝝅 =   ] Ln 1  Ln 4 -  [   𝝅 =    Ln y  [   𝝅 = 

 

    = Ln 2                𝝅 2وحدة مكعبة                              

                                                          
      Exam    ااجد الحجم  الناتج من داران المساحة المحددة بالقط  المكافئ  الذي ملادلته 

                                          y 2= 8 x االمستقيمين    x = 0    , x = 2  المحور السيني ل وح     

  
                      

                                               8x dy      = 𝝅    y 2 dx     V = 𝝅    
 

 16𝝅  = 𝝅   [ 𝟒𝒙𝟐  = 𝝅 =[2 (0)4 - 2 (2)4]  وحدة مكعبة    
 𝟖𝒙𝟐

𝟐
   [    = 𝝅 

   

                                                          
      Exam    ااجد الحجم  الناتج من داران المساحة المحددة بالقط  المكافئ  الذي ملادلته 

                                    y = 2 x
      حول المحور السيني  x = 5     ,x = 0    االمستقيمين 2

  
                      

             4x 
4
 dy         = 𝝅       [ 2x 

2
 ] 

2
 dy   = 𝝅 y 2 dx     V = 𝝅    

 

    𝝅 2500  =2500 - 0)  )[ 𝟒(𝟓)𝟓

𝟓
 -  𝟒(𝟎)𝟓

𝟓
]= 𝝅  = 𝝅 

 𝟒𝒙𝟓

𝟓
   [  = 𝝅 

 وحدة مكعبة      
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      Exam    المساحة المحددة بالقط  المكافئ  الذي ملادلته ااجد الحجم  الناتج من داران 

                               y = 4 x
  حول المحور الصادي  y = 16     ,y = 0    االمستقيمين 2

 

      

                                   
 𝒚

𝟒
  =   x

2
                       y = 4 x

2
 

                      

                                           
 𝟏

𝟒
  y  dy   = 𝝅         

 𝒚

𝟒
 dy  = 𝝅    x 

2
  dy    𝝅  V =     

 

       𝝅 32 ] =  16 . 16) ) [ [ (𝟏𝟔)𝟐

𝟐
 - 𝟎]= 

  𝝅

𝟖
  = 

  𝝅

𝟒
 

 𝒚𝟐

𝟐
   [  = 

  𝝅

𝟒
 

 وحدة مكعبة     
    

                                                          
      Exam       ااجد الحجم  الناشئ  من داران المنطقة المحصورة  بين محور الصادات امنحني 

 = y     الدالة                               
 𝟏

𝒙
 = x     االمستقيمين 

 𝟏

𝟐
  ,  x = 1    حولدارة كامــــــــية  

 المحور الصادي                                             

         

                                                                 y = 1                    y = 
 𝟏

𝟏
                    x = 1 

                                                               y = 2            y = 
 𝟏

 
𝟏

𝟐

                     x = 
 𝟏

𝟐
     

                                                                                  x = 
 𝟏

𝒚
                         y = 

 𝟏

𝒙
                       

   dy   y
 -2              = 𝝅        

 𝟏

 𝒚𝟐  dy   = 𝝅     (
 𝟏

𝒚
 ) 

2 
dy   = 𝝅  x 

2
 dy   𝝅  V =    

 وحدة مكعبة  

      = 
𝟏

𝟐
 𝝅    ]  (

−𝟏

𝟏
  

−𝟏

𝟐
 – (  [   = 𝝅     

−𝟏

𝒚     [   = 𝝅     
 𝒚−𝟏

−𝟏
    [   = 𝝅   
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                 Exam  ااجد الحجم  الناتج  من داران المساحة المحصورة  بين منحني  الدالة 

                            1+ y =  x2   االمستقيم      y = 4       حول   المحور الصادي  

  

    x = 0               مع محور الصادي يكون                  

                               1  =      1+   0 =      1+ y =  x2
   

                                                                              y -  1   =  x
2

              1+ y =  x2
 

                     

                            dy (y -  1   )      𝝅    =        x 
2
  dy   𝝅  V =    

 

                     ]  (1 -  
 𝟏

𝟐
  )  - ( 4 -  

𝟏𝟔

𝟐
 ) [  𝝅    =    y -  

 𝒚𝟐

𝟐
  [  𝝅    = 

 

           𝝅 
 𝟗

𝟐
  (  =   

 𝟏

𝟐
 4 + )  𝝅        =] (

− 𝟏

𝟐
      )-  (4 - 8  )[  𝝅      = 
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  العابديكرار       بإدارة                      
                07828292236



 
 

 

 حسين عبد زيد ذاتالأس المعادلات التفاضلية الاعتيادية –الفصل الخامس  السادس العلمي 

1 

 الفصل الخامس                                       

 المعادلات التفاضلية الاعتيادية              

          المعادلة التفاضلية                       
 في المجهولة او اكثر للدالة هي المعادلة التي تحتوي على مشتقة واحدة                      

 ) اي للمتغير التابع في المعادلة (.   المعادلة             

   المعادلة التفاضلية الاعتيادية                         

 ( وبعضy( ودالته غير المعروفة ) x هي علاقة بين متغير مستقل وليكن )                

 ( .  x بالنسبة الى ) (yمشتقات )              

 .    بانها رتبة اعلى مشتقة - :(المرتبة او ) الرتبة                       

 
 

 اكبر قوة ) أس ( مرفوعة له اعلى مشتقة في المعادلة التفاضلية .  -:الدرجة                      

  
    

 بين رتبة ودرجة كل من المعادلات التفاضلية الأتية ؟                               

   

    x – 7 y + =0        من الرتبة الاولى والدرجة الاولى            
𝒅𝒚

𝒅𝒙
     

 

=   x – x y +7 5     من الرتبة الثانية والدرجة الاولى              
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐       
 

 
      

    ( ("'y y' 3 + y - =      0  ة الثالثةمن الرتبة الثالثة والدرج           
  

                                      

      "2y(y')3   +  y  =       0 والدرجة الاولى الثانيةمن الرتبة            

                                     

     من الرتبة الثالثة والدرجة الثانية          

                               0=  
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 2 2 +  (
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 )4 + ( 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 )  x 2 
   

 



 
 

 

 حسين عبد زيد ذاتالأس المعادلات التفاضلية الاعتيادية –الفصل الخامس  السادس العلمي 

2 

 

   من الرتبة الرابعة والدرجة الاولى       

                         0                         = - x 2
 y y' cos y 

( 4 )
 + y              

                                                              √1 + (𝑦′)2 2 = y") )   

    
 

1                  من الرتبة الثانية والدرجة الرابعة              + (𝑦′)2 4 = y") )                                       

 
 

  حل المعادلة التفاضلية الاعتيادية         

 

 (y( )غير المستقل) التابع  علاقة بين المتغير بإيجاديتم ذلك       

 بحيث تكون العلاقة خالية من الاشتقاقات وان تحقق المعادلة (  x )  والمتغير المستقل     
 بعد التعويض .التفاضلية          

 
 حل المعادلة التفاضلية هو اي علاقة بين متغيرات المعادلة التفاضلية                        

 -: بحيث ان هذه العلاقة                     

 .   خالية من المشتقة                                                 
 

    .  معرفة على فترة معينة                                          
       

  تحقق المعادلة التفاضلية .                                    

   

     y = x 2  + 3 x   بين ان العلاقة                                   

  x y' = x 2 + y   حلا للمعادلة التفاضلية                             

  

 y = x 2  + 3 x                                              -الحل :  

                                                         y' =2 x   + 3   

                              x y' = x ( 2 x + 3) = 2 x 2   + 3 x   L.H.S  =  

         x 2 + y = x 2 +  x 2 + 3 x = 2 x 2 + 3 x = L.H.S  R.H.S  = 

     ∴   y = x 2  + 3 x  .  هي حلا للمعادلة اعلاه  
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 y = x Ln | x | - x       اثبت ان                   -مثال : 

 = x  x + y ;>  0 .  احد حلول المعادلة                            
dy

d𝑥
 x   

 
  

                                                                             y = x Ln |x| - x  

   
1

𝑥
 + Ln | x | (1) – 1 =    1 + Ln| x | -1  =  Ln | x | 

dy

d𝑥
 = x .  

                                                    =   x Ln | x |      
dy

d𝑥
  L.H.S  = x 

     x  + y = x  + x Ln | x | - x =   x Ln | x | =  L.H.S  R.H.S  = 

 .  احد حلول المعادلة اعلاه ∴      
 

  Ln  y 2 = x + a        اثبت ان                                                    

     R  <; a       2 y' – y = 0  .  حل للمعادلة                             

 
  

                 2 Ln y = x +a                                    Ln  y 2 = x + a  

        [ 2 ( 
1

y
 ) y ' = 1 ] (y)                2 y' = y                            

                                             2 y' -  y = 0     

    ∴    Ln  y 2 = x + a      حلا للمعادلة اعلاههو  . 
 

  y = x 3 + x - 2        العلاقة هل                                

     حل للمعادلة للتفاضلية                               
𝑑2𝑦

d𝑥2  = 6 x   . 

 

               y = x 3 + x -2                                                      

            
𝑑2𝑦

d𝑥2 = 3 x 2  + 1                                                       

                                                                            
𝑑2𝑦

d𝑥2  = 6 x  

   هو حلا للمعادلة اعلاه   y = x 3 + x -2       العلاقة  ∴   
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    x 2 + y 2=1 2             العلاقة هل                               

 .   y 3 y "= 1        حل للمعادلة للتفاضلية                               

 

                                                                                  2 x 2 + y 2=1 

                                                           2        ÷4 x  + 2 y y ' = 0           

            ( 1 ............  )     
−2𝑥 

y
  y' =                    2 x  +  y y ' = 0 

                                                                 2 +  y y " + y' ( y' ) =  0 

                                                                  2 +  y y " +  ( y' ) 2 =  0 

                                                                  y y " +   ( y' ) 2       = - 2 

                                                                y y " +   (
−2𝑥 

y
 ) 2    = - 2 

                                                 y 2   ]   y y " +   (
 4𝑥2 

 𝑦2  )     = - 2 [ 

                                                                    y 2 y 3 y " + 4 x 2 = - 2 

                                                                     y 2 y 3 y " =  - 4 x 2 - 2 

                                                                (y 2 y 3 y " =  -2 ( 2 x 2 +  

                                        R.H.S               =  - 2   (y 3 y " =  - 2 ( 1 

 هو حلا للمعادلة اعلاه  x 2 + y 2=1 2         العلاقة  ∴      

 

    y 2 =3 x 2 + x 3  العلاقة هل                                

 y y " + ( y') 3 -3 x = 5   حل للمعادلة للتفاضلية                                

  . 
   

                                                             y 2   =3 x 2 + x 3        

                                                        2 y y ' = 6 x  +3 x 2   

                          2             ÷2 y y " + y' (2 y') = 6 +6 x  

                                              y y " +  ( y') 2   = 3 +3 x 

         R.H.S          ≠  5    ≠    = 3  y y " +  ( y') 2 - 3 x 

  ليس حلا للمعادلة اعلاه   y 2 = 3 x 2 + x 3          العلاقة    ∴    
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       y = x +2   العلاقة هل                                  

 .y " + 3 y' + y  = x  حل للمعادلة للتفاضلية                                         

 
  

                                                                               y = x +2  

                                            y ' =1                   y " = 0 

      L.H.S  =  y" + 3 y' + y  =   0 +3 (1) + x +2   = 3 + x +2 

               R.H.S  ≠    = x + 5 

       ∴           y = x + 2   ليس حلا للمعادلة اعلاه   

 
 

   y = 3 cos 2 x + 2sin 2 x  برهن ان                                          

 y" + 4y = 0  هو حلا للمعادلة التفاضلية                             

 
 

                                                            y  = 3 cos 2 x + 2sin 2 x   

                        y ' = 3 ( - sin 2 x)(2)+ 2cos 2 x (2)                  

                                                  = -  6 sin 2 x + 4 cos 2 x 

                y"  = - 6 cos 2 x (2)+ 4(- sin 2 x)(2)                       

               =  - 12 cos 2 x - 8sin 2 x                                  

                           =  - 4(3 cos 2 x + 2 sin 2 x) = - 4 y         

                                        =  R.H.S                    y" + 4y =  0 

 .   هو  حلا للمعادلة اعلاه     y = 3 cos 2 x + 2sin 2 x    العلاقة ∴     

 

      قال سيد البلغاء ) علي بن ابي طالب (   عليه السلام                                                                 

 ع فيه لا ورير في قراءة لا تدبر فيها  . ولا خير في علم  خلا             
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        y =  tan x   العلاقة هل                                

    y "  = 2y (1+y2)         حل للمعادلة للتفاضلية                                

  
 
  

                       y    =  tan x                                                                                                                                  

                                                 y '  = sec 2 x  (1) = [ sec x ] 2  

                                          y " = 2 sec  x . sec x . tan x (1)     

       ] x 2sec    =  x 21 + tan  [            x 2. sec  x= 2 tan   

                                                        (= 2 tan x ( 1 + tan 2 x 

                               =  R.H.S                      y " = 2 y  ( 1 + y 2 ) 

    ∴     y =  tan x   .   هو  حلا للمعادلة اعلاه  

  
 

 y = e   بين ان                                   
2 x

 + e  - 3 x
     

  y " + y' – 6y =0     حل للمعادلة للتفاضلية                                  

 
 

 y = e                                                        -الحل :    
2x

 + e  - 3 x
       

                            2e 
2 x

 -3 e  - 3 x
  y ' = e 

2 x
 (2) + e  - 3 x

 (-3) = 

     e 
2 x

 +  9 e  -3 x
          2e 

2 x
  (2) - 3 e  -3 x

 ( -3) = 4  y " =   

                                                            = y " + y' – 6y       L . H . S 

      e 
2 x

 +  9 e  -3 x
  + 2e 

2 x
 -3 e  - 3 x

 – 6 ( e 
2 x

 + e  - 3 x
 )   = 4    

       = 6 e 
2 x

 +  6e  - 3 x
 - 6 e 

2 x
  -   6e  - 3 x

 = 0     = R . H .S 

        ∴     y = e 
2 x

 + e  - 3 x
  .   هو  حلا للمعادلة اعلاه     
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 y = a e  بين ان                                
 - x

    

 ∋ R aحيث   y' + y = 0       حل للمعادلة للتفاضلية                              

 
 

                                                                            y  = a e 
 - x

         

                                                    a e 
 - x

 y ' = a e 
 - x

 (-1) = -   

                    = R . H .S y' +  y = 0                       y' =  - y 

         ∴     y = a e 
 - x

  .   هو  حلا للمعادلة اعلاه       

 

 Ln | y | = x    بين ان                                
2 

+ c  

      y " = 4x 2 y + 2y         حل للمعادلة للتفاضلية                               

  
 

                                                                  Ln | y | = x 
2 

+ c 

                                 ]  y             y' = 2 x y   y' = 2 x [ 
1

𝑦
 

              y " = 2 x y ' + y (2)        =  2 x (2 x y) + 2y 

                             = R . H .S              y " = 4x 2 y + 2y 

        ∴     Ln | y | = x 
2 

+ c          حلا للمعادلة اعلاه هو   . 
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 المعادلات التفاضلية الاعتيادية      

 من المرتبة الاولى والدرجة الاولى                        

             طرق حل المعادلات التفاضلية                                 

  المعادلات التي تنفصل متغيراتها                                          
   

 نعزل كل  يظهر من اسمها نستطيع ان في هذا النوع من المعادلات وكما               

 ( في جانب . dx ( فقط مع  ) x التي تحتوي على ) الحدود              

 .( في الجانب الاخرdy ( فقط مع  ) y الحدود التي تحتوي على )   و          

 فنحصل على                     

                                  f (x) d x  = g  (y) d y        

                          
 ثم نكمل طرفي المعادلة فيكون            

                                f (x) d x  + c    ∫   =  g  (y) dy  ∫   

    

 xثابت اختياري  .   cحيث             

 

   =   x + 5 2         حل المعادلة                                       
dy

d𝑥
  

 
 

                                                                2 x + 5   =   
dy

d𝑥
   

             dy = ( 2 x + 5 ) d x                                   

                                        dy = ∫   ( 2 x +  5 ) d x ∫   

                                              5 x + c  +y = 
2𝑥2

2
  

                                                       5 x + c  +y = x 2 
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               حل المعادلة                                       
𝑥 − 1

𝑦
  =    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

 

                           y dy = ( x-1) dx          
𝑥 − 1

𝑦
  =    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

                                       y dy = ∫   (  x - 1 ) d x ∫   

                            2  (          ×
 𝑦 2

2
   = 

𝑥 2

2
  -  x + c ) 

                                    y 2  = x 2 - 2x + 2 c                                

                                       y  = ± (x 2 - 2 x + 2 c  ) 
1
2                  

                                        y  = ± (x 2 - 2 x +  c1  ) 
1
2   

 
     c = c 1 2   حيث              

                   
 

   =  ( y – 1 ) (x + 1)    حل المعادلة                                          
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

       (x +1) d x =
dy 

y−1 
        (x + 1) ( y – 1 )       =   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                              
𝑑𝑦 

y−1 
 = ∫   (  x +  1 ) d x ∫   

                                                 +  c  
(𝑥+1)2

2
    =Ln | y – 1 | 

                                                            𝑒
(𝑥+1)2

2
 + 𝑐

  =  y – 1 

                                                         1 +  𝑒
(𝑥+1)2

2
 + 𝑐

  =  y  
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      y ' – x √𝑦 = 0    التفاضلية حل المعادلة اوجد                                             

          x = 2,  y =  9      عندما                                                  

 

 

                           x√𝑦    =   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                    y ' – x √𝑦 = 0 

                     
𝑑𝑦 

 √𝑦 
  =  ∫  x d x ∫                     x d x =

𝑑𝑦 

 √𝑦 
   

              𝒚
− 

𝟏
𝟐 dy = ∫    x  d x ∫                 

𝑑𝑦 

  𝒚
𝟏
𝟐 

  = ∫   x d x ∫     

                      2√𝑦  = 
1

2
 x 2 + c                  c + 

𝑥2

2
 = 

𝒚
𝟏
𝟐

𝟏
𝟐

  

                  2 ( 3 )= 
1

2
 (4)   + c            2√9  = 

1

2
 (2) 2 + c 

                         c = 6 – 2 = 4                  6 = 2    + c     
 

                                                c =  4 

                             2                ÷ [2√𝑦  = 
1

2
 x 2 + 4 ]  

 =  𝑦√ ]                       بتربيع الطرفين         
1

4
 x  2 + 2 ] 

                                    y  = [ 
1

4
 x  2 + 2 ] 2                
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   +    x y = 3 x   اوجد حل المعادلة التفاضلية                                           
𝑑𝑦

𝑑𝑥
    

    x = 1,  y =  2  عند                                                                              

                                   

                                                             x y = 3 x      +   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
          

         =  x ( 3 –  y )      
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                  = 3 x – x y     

𝑑𝑦

𝑑𝑥
          

                                                                   x d x =
dy 

  3−y 
   

                                                             ∫   x d x =
−dy 

  3−y 
   ∫  - 

        
1

2
 (1) 2 +c  = - Ln | 3 –  2 |   

1

2
 x 2 +c          =- Ln | 3 –  y | 

             c  = - 
1

2
               

1

2
   +c  =0                 

1

2
   +c  = - Ln | 1 | 

                       1 - ×       
1

2
 x 2  - 

1

2
 ]                    = [- Ln | 3 –  y | 

                                (
1

2
 ( 1  -  x 2    

1

2
    - 

1

2
  x 2  =  =   Ln | 3 –  y | 

 للطرفين   eبأخذ       

                                                            𝑒
1

2
(1−𝑥2)

   =  3 –  y 

                                                                 𝑒
1

2
(1−𝑥2)

 - 3  =y 

 
 

     dy = sin x . cos 2 y  d x      التفاضليةحل المعادلة                                  

 y ≠      ( 2n +1)   0حيث                                                   
𝜋

2
   y ≠ 

 

                                              dy = sin x . cos 2 y  d x                                                              

                                                                sin x d x = 
 𝑑𝑦

cos  2𝑦
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                                                     ∫   sin x d x =
 𝑑𝑦

cos  2𝑦
   ∫    

                                            sin x d x  sec 2 y d y = ∫   ∫   

                               tan y  = - cos x + c  
 
 

𝑒      حل المعادلة التفاضلية                                          (2𝑥+𝑦 )
 =       

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

 x =0 عندما y =0 حيث                                                                        

       
 

                         𝑒  𝑦 
   .𝑒  2𝑥

 =                
𝑑𝑦

𝑑𝑥
      𝑒  (2𝑥+𝑦 )

 =       
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                        

                                                                      d x  𝑒  2𝑥
 =                

dy

e  𝑦
 

                                                              d x 𝑒  2𝑥
 ∫  =

dy

e  𝑦
   ∫    

                                               d x 2𝑒  2𝑥
  ∫   

1

2
 = 𝑒− 𝑦 𝑑𝑦 -∫   - 

                                          + c 𝑒  2𝑥
  

1

2
  = − 𝒆− 𝒚      

y =0 ، x =0                           + c 𝑒 وعند       2(0)
  

1

2
  = − 𝒆𝟎 

                
−3

2
  

1

2
            c =   c  = -1 -                + c  

1

2
  = -1 

                                            -1)    )]  -  
3

2
 𝑒  2𝑥

  
1

2
  = 𝒆− 𝒚  - [ 

       ( 3 -  𝑒  2𝑥
  )

1

2
 = 

1

e  𝑦
          𝑒  2𝑥          -  

1

2
  

3

2
  = 𝒆− 𝒚    

         | 
2

3−e  2𝑥  Ln | y =                            
2

3−e  2𝑥 = 𝒆 𝒚     
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 الآتية التفاضلية   تللمعادلا لكل من جد الحل العام                                              
 

                                                                                   2 y=  ❶    (x +1)  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
   

  

     2 y d x =      (x +1) dy            2 y=    (x +1)  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
     

                                                  2 
d𝑥

𝑥+1
  

dy

y
 = 

                                             2 
d𝑥

𝑥+1
 ∫   

dy

y
 =  ∫   

                    | c  Ln | +    |  2 Ln | x + 1 =  | y  Ln | 

                    | c  Ln | + ) 
2

  2 Ln (x + 1 =  | y  Ln | 

                                     | c (x +1) 
2

  Ln |   =  | y  Ln | 

 للطرفين   eبأخذ      

                                             c (x +1) 
2

 ±  =  y    

   

                                                           
2
   y -  1=  

2
 y +     x y   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
❷ 

            

 2     
  2 y-  1=          x y 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  2

  y-  2
  y-  1=  

2
 y +      x y 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                                           2 
)  d x  2 y-   (1=           x y dy   

         
      

𝑑𝑥

𝑥
  ∫   - 4 =   

−4 𝑦dy

1−2 𝑦2 ∫                       
𝑑𝑥

𝑥
  =  

 𝑦dy

1−2 𝑦2    

                       | c  Ln | +  |  - 4 Ln | x =  | 1 – 2y 
2

  Ln | 

                        | c  Ln | +  |  -   Ln | x  4 =  | 1 – 2y 2
  Ln | 

                                         |      Ln | 
c

 𝑥4  =  | 1 – 2y 
2

  Ln | 

                  
c

 𝑥4  1 ±  = 2 y 
2              

c

 𝑥4  ±  =  1 – 2y 
2

    

                                               ( 
c

 𝑥4  
1

2
  ( 1 ±  =  y 

2   
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                                                            tan  2 y dy   =  sin 3 x d x   ❸ 
 -الحل :       

                           tan  2 y dy          =  ∫   sin 3 x dx ∫     

               sec 2 y -1) dy   =  ∫   sin 2 x  sin x  d x )∫     

        sec 2 y -1) dy   =  ∫  (1-cos 2 x )  sin x d x  )∫     

      sec 2 y -1) dy  =∫  sin x d x - (-) ∫  cos 2 x  (- sin x)  d x)∫     

                              c    +
co 𝑠 3 𝑥

 3
   - cos + =    tan y – y  

 

                                                       cos 2 y  .=  cos 2 x  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
    ❹ 

 
       

      =∫  cos 2 x d x 
dy

co 𝑠 2 𝑦 
 ∫                =  cos 2 x d x   

dy

co 𝑠 2 𝑦 
 

                    = ∫  
1

2
 ( 1+ cos2 x) d x sec 2 y   dy  ∫   

      tan  y = 
1

2
 ( x + 

1

2
  sin 2 x ) + c                      

 

                         = 
cos 𝑥

3𝑦  2+ 𝑒  𝑦  
                                     

𝑑𝑦

𝑑𝑥
        ❺ 

        
 

  =∫  cos x d x  ∫  (3y 2+ e y)dy         = cos  x d x 3y 2 + e y  dy   

                              =  sin x + c e y  +
3𝑦  3 

 3 
 

                             =  sin x + c  y 3 
 + e y  

 
 
 
 
 



 
 

 

 حسين عبد زيد ذاتالأس المعادلات التفاضلية الاعتيادية –الفصل الخامس  السادس العلمي 

15 

  2x tan y -  =     حل  المعادلة التفاضلية  الآتية                                     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
           

 = y      عندما      x = 0       حيث ان                                         
𝜋

2
   

   
 

  x tan y 2 -  =                                    -الحل :   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                 =  - 2 x dx  
cos 𝑦dy

sin 𝑦
             =  - 2 x dx  

dy

tan 𝑦
 

                                = ∫   - 2 x dx  
cos 𝑦dy

sin 𝑦
 ∫            

      c += - x  2   | sin y      Ln |          c +=  
−2𝑥  2 

 2 
   | sin y      Ln |   

 = x = 0       ,yعندما        
𝜋

2
   

       c = 0            c =   |     Ln | 1       c += - (0)  2   | sin 
𝜋

2
      Ln |   

                                      = - x  2   | sin y      Ln | 
 للطرفين  eخذ بأ       

                                   𝑒− 𝑥2
 =    sin y 

 
 
 
 
 
 
 

 حين تدق الأجراس                                      

 اعلم  أن                                                                            
 

 النجاح قريب منك، يحتاج الى خطوات وإرادة                                      

 ، فكثف جهودك،إليكإذا شعرت أن المسافاتـ بعيدة وبدأ اليأس يتسلل                        
 فهذه أول بوارق النجاحـ                                                  
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  المعادلات التفاضلية المتجانسة              

 قد تكون المعادلة التفاضلية ليست قابلة للفصل المتغيرات فيها ولكن قد تكون في        

 فصل وذلكــــــالوقت نفسه بصورة معينة نستطيع تحويلها الى معادلة قابلة لل      

 ة وهي ـــالمتجانس باستخدام بعض التحويلات ومن هذه الصور المعادلة التفاضلية      

 المعادلة التي يمكن كتابتها على الصورة  :         

 

)   ؟ فاضلية الآتية متجانسةتبين أي المعادلات ال                               
y

𝑥
 

dy

dx
 =  f ( 

  

                                                                         
𝑥  3+ 𝑦  3   

 3𝑥  2  y 
 =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
      ❶ 

 

                        𝑥  3  ≠ 0                   ÷
𝑥  3+ 𝑦  3   

 3𝑥  2  y 
 =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
   

                             
1  +( 

𝑦  

  𝑥  
)3 

3
  y

 𝑥     
 

 = 

𝑥  3  

  𝑥  3  
  +  

𝑦  3  

  𝑥  3  
 

 3𝑥  2  y

 𝑥  3   
 

 =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
   

  . المعادلة متجانسة ∴   

 

                                                                   2 x y y' – y 2 +2 x 2 = 0   ❷ 

  
                 x 2      ÷   2 x y y' – y 

2 +2 x 2 = 0 

                                = 0  
   𝑥  2   

 𝑥  2  
  2    +

   𝑦  2   

 𝑥  2  
 -  

2𝑥   𝑦    

  𝑥  2   
 

                                = 0 2  + 
2

 ( 
𝑦    

 𝑥    
 ) y ' -  

𝑦   

 𝑥    
 ) 2( 

 .المعادلة متجانسة ∴        
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𝑥  2− 𝑦   

 𝑥  3   
 =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
    ❸ 

 كتابتها بالصورة  هذه المعادلة غير متجانسة لأنها لا يمكن  

                                                           (
𝑦

𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =  f ( 

 
 
 

  -: طريقة حل المعادلة المتجانسة                             

  

     نتبع الخطوات الآتية    

)    بالصورةنكتبها            
𝒚

𝒙
 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 =  f (  

              ثم نعوض عن           
𝐲

𝒙
  =v         أو         y = v  𝒙   

 x  متغير جديد وهو دالة  v  حيث           

+   v     فنحصل على  𝑥  بالنسبة الى   y = v 𝑥  نشتق            
d𝑣

d𝑥
 

dy

dx
 =  x 

        

 ينتج     ❷و  ❶بالربط بين            

                  v  - f (v)   =     
d𝑣

d𝑥
   x                  f (v)   =  𝑣   +

d𝑣

d𝑥
    x 

                                      

                              بعد فصل المتغيرات  نحصل على           
dx

x
  =  

d𝑣

𝑓 ( 𝑣)−𝑣
          

+   c                     بأخذ تكامل الطرفين           
dy

x
  ∫    =  

d𝑣

𝑓 ( 𝑣)−𝑣
   ∫                                 

 x   ,v      نحصل  على الحل العام بدلالة                                                           

  وض بعد ذلك عنعن            
y

𝑥
  =v   فنحصل على حل المعادلة بدلالة المتغيرين  x   ,y 
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      حل المعادلة التفاضلية                                         
3𝑦  2− 𝑥  2   

 2 𝑥   y 
 =  y '    

           

                      0  ≠  x 2      ÷          
3𝑦  2− 𝑥  2   

 2 𝑥   y 
 =     

𝑑𝑦

𝑑𝑥
     

                                            
 3( 

𝑦  

  𝑥  
)2 −1 

2( 
 y 

 𝑥   
) 

 = 
3 

𝑦  2  

  𝑥  2  
 −  

𝑥  2  

  𝑥  2  
 

 2𝑥   y

 𝑥  2   
 

 =  
dy

dx
   

  نعوض     
y

𝑥
  =v   تصبح المعادلة                                

3𝑣  2− 1 

 2 𝑣   
   =  

dy

dx
     

                  3)  .............  )         v   +
d𝑣

d𝑥
    x =  

dy

dx
             y = v 𝑥 

 بالتعويض ينتج            

                                                                 
3𝑣  2− 1 

 2 𝑣   
   =  v   +

d𝑣

d𝑥
    x 

       
 𝑣  2− 1  

 2 𝑣   
  =    

3𝑣  2− 1− 2𝑣  2   

 2 𝑣   
  =  v -  

3𝑣  2− 1 

 2 𝑣   
   =     

d𝑣

d𝑥
    x 

                                                           d v  
2 𝑣

  𝑣  2− 1  
  =      

1

𝑥
  d x 

                                                d v  
2 𝑣

  𝑣  2− 1  
 ∫   =      

1

𝑥
  d x  ∫   

                                     Ln | c |     + |  𝑣  2 −  1    Ln | x | = Ln |  
                                                    |  𝑐 (𝑣  2 −  1)  Ln | x | = Ln | 

                                                              𝑐 (𝑣  2 −  1)   x  = ± 

            𝑐 ( 
  𝑦  2 − 𝑥  2    

 𝑥  2   
  )      x  = ±       𝑐 ( 

  𝑦  2  
 𝑥  2   

 −  1)   x = ± 

                                     ( 
  𝑥  3  

 𝑦  2 − 𝑥  2     
  )   c  = ±  
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      حل المعادلة التفاضلية                                              
𝑦   + 𝑥      

 𝑦   − 𝑥       
 =  

d𝑣

d𝑥
    

  

                              0  ≠  x         ÷     
𝑦   + 𝑥      

 𝑦   − 𝑥       
 =     

𝑑𝑦

𝑑𝑥
    

                       

𝑦  

 𝑥   
 + 1   

 
𝑦  

 𝑥   
−1   

 =   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                    

𝑦  

 𝑥   
  + 

𝑥  

 𝑥 
  

 
𝑦  

 𝑥   
  − 

𝑥  

 𝑥 
    

 =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
    

  نعوض         
y

𝑥
  =v   تصبح المعادلة حيث  y = v x  

+   v                               ينتج                                                   
d𝑣

d𝑥
    x=  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                          v -  
𝑣+1

𝑣−1
   = 

d𝑣

d𝑥
     x            

𝑣+1

𝑣−1
     =v   +

d𝑣

d𝑥
    x 

 

                          
 2𝑣 + 1−  𝑣  2   

 𝑣−1
   =

 𝑣 + 1−  𝑣  2+ 𝑣  

 𝑣−1   
 = 

                                         
𝑑𝑥

𝑥
  =  d v   

 𝑣−1   

 2𝑣 + 1−  𝑣  2   
 

                                   
𝑑𝑥

𝑥
   ∫   =  d v   

−2 (𝑣−1)  

 2𝑣 + 1−  𝑣  2   
 ∫   

−1

2
 

                 | Ln  | 𝑐  + | Ln  | 𝑥 =   Ln  |  2𝑣 + 1 −   𝑣  2| 
−1

2
 

                                | Ln  | 𝑥 𝑐 =  Ln | (2𝑣 −  𝑣  2 + 1 )
−1

2 | 

                                 | Ln  | 𝑥 𝑐 =    Ln     
 1   

√ 2𝑣 −  𝑣  2+1   
 

                                    |    | 𝑥 𝑐 =           
 1   

√ 2𝑣 −  𝑣  2+1   
 

                       √ 2𝑣 −  𝑣  2 + 1       =            
 1   

 | 𝑥 𝑐|
 

2𝑣                             بتربيع الطرفين         −  𝑣  2 + 1   =      
 1   

    𝑥  2   𝑐  2  
 

                                     2𝑣 −  𝑣  2 + 1  )  𝑥  2 ( =       
 1   

    𝑐  2  
 

                                     2 
y
𝑥

−  
 𝑦  2  
 𝑥  2  

 +1)  𝑥  2 ( = 

                  K  =   𝑥  2 + 2𝑥𝑦 −  𝑦  2        2𝑥𝑦 −  𝑦  2 +   𝑥  2   = 
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                              K  =   𝑥  2 + 2𝑥𝑦 −  𝑦  2  

          حيث                                            
 1   

    𝑐  2  
 =  K 

 

′ 2𝑥𝑦 𝑦 =  0      المعادلة التفاضليةحل                                   −  𝑦  2 +   𝑥  2     

 
     

                                               0  = 2𝑥𝑦 𝑦 ′ −  𝑦  2 +   𝑥  2     

                                                              2𝑥𝑦 𝑦 ′ =  𝑦  2 −   𝑥  2     

                              0  ≠  x 2                       ÷
𝑦  2− 𝑥  2   

 2 𝑥   y 
 =     

𝑑𝑦

𝑑𝑥
     

                                           
( 

𝑦  

  𝑥  
)2−1 

2( 
 y 

 𝑥   
) 

 = 
 

𝑦  2  

  𝑥  2  
 −  

𝑥  2  

  𝑥  2  
 

 2𝑥   y

 𝑥  2   
 

 =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
   

  نعوض        
y

𝑥
  =v   تصبح المعادلة                  v   +

d𝑣

d𝑥
    x =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
               

                           بالتعويض ينتج                           
𝑣  2− 1 

 2 𝑣   
   =  v   +

d𝑣

d𝑥
    x 

−1− 𝑣  2

 2 𝑣   
         =    

𝑣  2− 1− 2𝑣  2   

 2 𝑣   
      =v  -  

𝑣  2− 1 

 2 𝑣   
   =     

d𝑣

d𝑥
    x 

           
−1

𝑥
  d x =  d v   

2 𝑣

 1+𝑣  2  
              

−(1+𝑣  2 )  

 2 𝑣   
   =     

d𝑣

d𝑥
    x 

                         
1

𝑥
  d x  ∫  - =    d v  

2 𝑣

 1+𝑣  2  
 ∫           

                                  Ln | c |   + - Ln | x |=       | 1 + 𝑣  2    Ln |  
                                              Ln | c |   =   | 𝑥(1 + 𝑣  2)    Ln |        

                                               𝑥(1 + 𝑣  2)    c   =  ± 

               ( 𝑥 +
  𝑦  2 
 𝑥   

  )         𝑐  = ±       𝑥 (1 + 
  𝑦  2    

 𝑥  2 
 )     𝑐 = ± 

                                     ( 
  𝑥  2 + 𝑦  2 

 𝑥   
  )   c  = ±  
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3𝑥)         حل المعادلة التفاضلية                                            − 𝑦) 𝑦 ′ = 𝑥 + 𝑦   

 
      

            0  ≠  x                        ÷    ( 
  𝑥 + 𝑦  
 3𝑥 − 𝑦  

  )      = 𝑦 ′ 

                   
  1 + 

𝑦  

 𝑥   
  

 3 − 
𝑦  

 𝑥   
  

 =   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                    

𝑥  

 𝑥   
  + 

𝑦  

 𝑥 
  

 
3𝑥  

 𝑥   
  − 

𝑦  

 𝑥 
    

 =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
    

    نعوض         
y

𝑥
  =v     ينتج          v   +

d𝑣

d𝑥
    x=  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                       v -  
1+𝑣

3−𝑣
   = 

d𝑣

d𝑥
     x            

1+𝑣

3−𝑣
     =v   +

d𝑣

d𝑥
    x 

                       
  𝑣  2−2𝑣+1   

  3−𝑣   
   =

 1+𝑣 −3𝑣+ 𝑣  2   

 3−𝑣   
 = 

    d𝑣  
−( 𝑣−1−2) 

   (𝑣−1)  2  
  =d𝑣  

 3−𝑣 

   (𝑣−1)  2  
 = d𝑣 

 3−𝑣 

   𝑣  2−2𝑣+1    
   =

 1

𝑥
  d x                                                      

                       d v    
−( 𝑣−1)+2 

   (𝑣−1)  2  
  ∫       = 

 1

𝑥
  d x  ∫         

          d v  
   2 

   (𝑣−1)  2  
 ∫    + d v  

−( 𝑣−1)  

   (𝑣−1)  2  
 ∫     = 

 1

𝑥
  d x  ∫         

         d v  2(𝑣 − 1)  −2 ∫    + d v  
− 1 

   (𝑣−1)    
 ∫     = 

 1

𝑥
  d x  ∫         

                       c    +
   2  (𝑣−1)  −1 

  −1  
   + |  𝑣 − 1  Ln | x | = - Ln |  

                          c    +
 − 2  

   𝑣−1    
            = |  𝑣 − 1  Ln | x |  + Ln | 

                                         c    +
 − 2  

   𝑣−1    
    =   Ln | x (𝑣 − 1) |   

                                      c    +
 − 2  

   
𝑦  

 𝑥 
 −1    

    =   Ln | x (  
𝑦
𝑥

− 1) |   

                                              c    +
 −2𝑥

   𝑦−𝑥   
    =   Ln | y - x  |   
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 y   جد الحل العام للمعادلة التفاضلية                          
2

   + x 
2

   =   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  x 

2 2  

 

                                          y 
2

   + x 
2

   =   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  x 

2 2 

                              0  ≠  x 2                    ÷      
𝑥  2+ 𝑦  2   

 2 𝑥  2   
 =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
     

                                            
1+( 

𝑦  

  𝑥  
)2  

2 
 = 

 
𝑥  2  

  𝑥  2  
+  

𝑦  2  

  𝑥  2  
 

 2 𝑥  2    

 𝑥  2   
 

 =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
           

  نعوض     
y

𝑥
  =v   تصبح المعادلة                               v   +

d𝑣

d𝑥
    x =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
               

                                                        ينتج                        
1+𝑣  2 

 2   
   =  v   +

d𝑣

d𝑥
    x 

 𝑣  2−2𝑣+1

 2    
                 =  

1+𝑣  2− 2𝑣   

 2   
  = v  -  

1+𝑣  2  

 2    
   =  

d𝑣

d𝑥
    x 

            
1

2
 x d x =    

 𝑑𝑣

 (𝑣−1)  2  
                  (𝑣 − 1)  2   =     

d𝑣

d𝑥
  2 x 

                             
1

2
 ∫   

d𝑥

𝑥
     =   

 𝑑𝑣

 (𝑣−1)  2  
 ∫           

                             
1

2
 ∫   

d𝑥

𝑥
     = 𝑑𝑣  ∫   (𝑣 − 1)  

−2
        

          c   +
1

2
 Ln | 𝑥 |  = 

− 1   

(𝑣−1)
              c  + 

1

2
 Ln | 𝑥 |  = 

(𝑣−1)  −1 

−1
 

                                     
−2

  Ln | 𝑥 |+2𝑐 
   =  

−1

 
1
2

 Ln | 𝑥 |+𝑐 
   =𝑣 − 1 

                               
 2

  Ln | 𝑥 |+ 𝑐1 
 - 1   =  

 2

  Ln | 𝑥 |+2𝑐 
 - 𝑣 = 1 

                               
 2

  Ln | 𝑥 |+ 𝑐1 
 -  =  1 

y

𝑥
  

                              
 2𝑥

  Ln | 𝑥 |+ 𝑐1 
 - 𝑥 =   y              
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𝑒           لمعادلة التفاضليةحل ا                                          
𝑦

𝑥    +  =  
𝑦

𝑥
  y ' 

   

            
             

  نعوض         
y

𝑥
  =v   تصبح المعادلة       v   +

d𝑣

d𝑥
    x =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
               

                                                    𝑒𝑣  +v   =v   +
d𝑣

d𝑥
    x   

            d x  
1

𝑥
 ∫   =  

d𝑣

 𝑒𝑣  ∫                     d x  
1

𝑥
 =  

d𝑣

 𝑒𝑣   

                                          d x  
1

𝑥
 ∫      =  - 𝑒−𝑣𝑑𝑣 ∫  - 

c            + Ln | 𝑥 |   =    
1

−𝑒
−𝑦
𝑥

        c             + Ln | 𝑥 |  =  𝑒
−𝑦

𝑥 - 

 
−1

  Ln | 𝑥 |+ 𝑐  
                                               =    𝑒

𝑦

𝑥 

 
 

      d y    y 3    + x 3 =  x 2 y d x   التفاضليةحل المعادلة                                 

    
        

                              d y    y 3    + x 3 =  x 2 y d x        

                 0  ≠  x 3           ÷      
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =       

 𝑥  2𝑦   

𝑥  3+ 𝑦  3   
    

     

 𝑥  2𝑦    

 𝑥  3   
  

𝑥  3  

 𝑥  3  
+  

𝑦  3  

 𝑥  3  
 
  = 

  𝑦    

 𝑥  
  

1+( 
𝑦  

 𝑥  
)  3   

                        = 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
       

  نعوض   
y

𝑥
  =v   تصبح المعادلة           v   +

d𝑣

d𝑥
    x =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
               

                      ينتج                                   
 𝑣    

 1+𝑣  3    
   =  v   +

d𝑣

d𝑥
    x 

−𝑣  4 

 1+𝑣  3     
        =  

𝑣−𝑣−𝑣  4  

 1+𝑣  3    
   =v  -  

 𝑣    

 1+𝑣  3    
   =  

d𝑣

d𝑥
    x 
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                                                          d x  
1

𝑥
  =    dv 

1+𝑣  3  

 𝑣  4    
 

                                                ∫   
−𝑑𝑥

𝑥
     =   dv 

1+𝑣  3  

 𝑣  4    
 ∫           

                                          𝑑x 
−1

𝑥
     ∫     = 𝑑𝑣   𝑣−4 +

1

𝑣
    ∫       

                                        c + Ln | 𝑥 |  - =   Ln | 𝑣 |     +
 𝑣  −3  

 −3    
 

                                                                    c  =Ln | 𝑥 |   +   Ln | 𝑣 |     +
 𝑣  −3  

 −3    
 

                                         c  =Ln | 𝑥 |   +   Ln | 𝑣 |   +  
−1

  3𝑣  3  
 

                                         c  =Ln | 𝑥 |   +   Ln | 
𝑦
𝑥

 |    +
−1

 3
𝑦  3  

 𝑥  3  
  

 

                                                    c  =  Ln |𝑥  .  
𝑦
𝑥

 |    + 
 −𝑥  3  

 3𝑦  3  
 

                                                    c  =
  𝑥  3  

 3𝑦  3  
 - Ln |𝑦 |      

  

  =y         التفاضليةحل المعادلة                                             
𝑦

𝑥
  tan - x   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
      

 

                                                  
𝑦

𝑥
  =  

𝑦

𝑥
  tan -      

𝑑𝑦

𝑑𝑥
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                                            Ln | 𝑐 |  +Ln | 𝑥 |    =   Ln |sin 𝑣 |   

            𝑥 𝑐 ± =     sin 𝑣                     Ln | 𝑥 𝑐 |    =   Ln |sin 𝑣 |   

                                   𝑥 𝑐 ± =     sin  
𝑦
𝑥
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 بالتوفيق والنجاح           

  ستاذلأا                        
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 مراجعة للصف الخامس العلمي     
 ة ـــارة اوليـــــعب             

 
 يحويها  ( ) وحيدة Non – collinearلكل ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة        

 

 ومنها نحصل على         

                           C    لكل مستقيم ونقطة لا تنتمي   ❶      

 A                                    B          وحيد يحويها اليه يوجد مستوي            

        
          C                              A                  لكل مستقيم ونقطة لا تنتمي   ❷         

                                                اليه  يوجد مستوي وحيد يحويها              
                                                            B                                   D             

                  

     A                                     Bين متوازيين يوجد                لكل مستقيم   ❸       

                   D                                     C                       مستوي وحيد يحويهما                    
 

      

 العلاقة بين مستقيمين في الفضاء        

 

           Intersecting Lines  C                                   Aالمستقيمين المتقاطعان   ❶      

 اللذان يشتركان بنقطة واحدة فقط وهمــــــــا في           
 مستوي واحد           

                                                                      B                                   D                                             

                                                                                 
 Parallel Lines المستقيمين المتوازيان  ❷      

 اذا لم يشتركا بنقطة وهما في نقطة واحدة                          
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 تقاطع مستويين متوازيين بمستوٍ  ثالث متوازيينخطا                                               

                     
 

    

                                                                                           ( X ) // ( Y) 

                                                                                                               A  B  =    ( X ) ∩ ( Z) 

                                                                            C  D     =    ( Y ) ∩ ( Z) 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 المستقيم الذي يقطع احد مستويين متوازيين يقطع الاخر.       .   1مبرهنة  ةنتيج  
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 اذ توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدهما يوازي                                            

 الاخر.                                                            

 

                A B   // C D  , C D  ⊂  ( X )              A                       B    
 
 

                                                                                                        A B   //   ( X ) 

 

C                        D             
 
  
 
 

 

 متوازيان.المستقيمان الموازيان لمستقيم ثالث )في الفراغ(                                   

         

                R                           L            K                 

 

 

 

                         A 
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 مستقيم تقاطع مستويين يوازي كل مستقيم                                              

   في احدهما ويوازي الاخر  محتوي                                                                        

  

                                                                         A B  =     ( X ) ∩ ( Y) 

 

                                                                                          X ) (  C D //   ( C D   ⊂  ( Y  

 

                                                                            C D  A B  //    

 C D                                                               

 

 
 

 :4مبرهنة  نتيجـــة   
 اذا وازى مستقيم مستويا معلوما فالمستقيم المرسوم                                         

 موازيا للمستقيم المعلوم يكوننقطة من نقاط المستوي    من اية                                             

      محتوى في المستوي                                                                            

 

                                              A                              B 

                

C                               D           
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 تعاريف                                       
 المستقيم العمودي على مستوٍ ❶  

 ع ــيكون عموديا على جميـــــ   

 المستقيمات المرسومة من اثره   

 ضمن ذلك المستوي       
 

 المستقيم العمودي على مستقيمين ❷  

 ون ــمتقاطعين من نقطة تقاطعهما يك   

 عموديا على مستويهما   

 

 

 

 
 

 المستقيم العمودي على احد مستويين  ❸ 

 متوازيين يكون عموديا على الاخر      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 المستويان العموديان على  ❹

 مستقيم واحد متوازيان          
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 المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون                                                       

 عموديا على الاخر                                                                              

 

 
 
 
 
 

                              
 
 
 
 
 
 
 

                :  5مبرهنة  نتيجـــة  

 المستقيمان العموديان على مستوٍ واحد متوازيان                                                               
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 مبرهنة الاعمدة الثلاث                                               

 

 اذا رسم من نقطة في مستوي مستقيمان احدهما عمودي على مستوي والأخر                   

 عمودي على    مستقيم معلوم في المستوي . فالمستقيم الواصل بين اية نقطة                  

 ون ــــمن نقاط المستقيم العمودي على المستوي ونقطة تلاقي المستقيمين يك                  

 عموديا على المستقيم المعلوم في المستوي                                         

 

 

 

 

 

 
 

    6مبرهنة  نتيجـــة   

 ذا رسم من نقطة لا تنتمي من مستو معلوم مستقيمان احدهما عمودي ا                        

 على و  الأخر عمودي على مستقيم معلوم في المستوي . فالمستقيم الواصل بين اثري          

 على العمودين يكون عمودي على المستقيم المعلوم في المستوي                       
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 تعاريف                      
 الزاويةد مستويين لهما حافة مشتركة )حرفهي اتحا::    الزاوية الزوجية                            
 ويسمى كل من المستويين وجه الزاوية الزوجية الزوجية(                                     

A B                  , حرف الزاوية الزوجية(X) , (Y)  وجها الزاوية الزوجية 
  A B, أو بدلالة حرفها   A B – (Y) – (X):  ونرمز لها                          

 

 

  

 

 

 

 الزاوية المستوية العائدة للزاوية الزوجية: 

هي الزاوية التي ضلعاها عموديان على حرف الزاوية الزوجية وكل منهما في احد وجهي الزاوية 
 الزوجية

C D ┴ A B                    وC D ⊂ (Y)                   ,C E ┴ A B  وC E ⊂ (X)  
   A B – (Y) – (X)زاوية عائدة للزاوية الزوجية  ∢ D C Eالزاوية 

 قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة وبالعكس
 والعكس صحيح 900إذا كان المستويان متعامدان فان قياس الزاوية الزوجية = 

 

 

 

 

 

A 

B 

X 

Y 

A 

B 

X 

Y 

E 

D 

C 

B 

A 

X 

Y 
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 اذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم في احدهما والعمودي على مستقيم التقاطع                 

 يكون عموديا على المستوي الأخر .                                               
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 7مبرهنة نتيجـــة   

 ان فالمستقيم المرسوم من نقطة في احدهما مستوياذا تعامد                                             

 عموديا على المستوي الاخر يكون محتوي فيه                                                    
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 كل مستوي مار بمستقيم عمودي على اخر يكون عموديا على ذلك                                          
 المستوي   او يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم                                                

 عمودي على الاخر                                                                       
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 من مستقيم غير عمودي على مستو معلوم يوجد مستو وحيد                                       

  عمودي على المستوي المعلوم                                             
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 9مبرهنة نتيجـــة   

 اذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا على مستو ثالث                                        

   فان مستقيم تقاطعهما يكون عموديا على المستوي الثالث                                            
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   1      س           
 برهن ان مستوي الزاوية المستوية الحادة لزاوية زوجية يكون عموديا على حرفها          

 
 
 

                            
 

 

 

 

 

 

 

 برهن انه اذا وازى مستقيم مستويا وكان عموديا على مستوي اخر فان     2      س            

  المستويان متعامدان                                        
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  برهن ان المستوي العمودي على احد مستويين متوازيين يكون عموديا                        

 على الآخر  ايضا                            
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 A, B,C,D اربع نقاط في مستوي واحد بحيث AB=AC  ,E ∈ BC  

  A- BC-D    عائدة للزاوية الزوجية AED فاذا كانت الزاوية                
      CD = BD   برهن ان                
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 برهن اذا وازى كل من مستقيمين متقاطعين مستويا معلوما وكانا    

 عموديين على مستويين متقاطعين فان مستقيم تقاطع المستويين                            

    المتقاطعين يكون عموديا على المستوي المعلوم                            
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  نقطة تنتمي D,  عمودي على مستويها  AC,AB  دائرة قطرها  

 (CDB )عمودي على (CDA) للدائرة . برهن ان        
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 اذا وازى احد ضلعي زاوية قائمة مستويا معلوما فان                                      

 ضلعيهما على المستوي متعامدان   مسقطي                                              
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 برهن ان طول قطعة المستقيم الموازي لمستو معلوم يساوي طول مسقطه        1                         

  على المستوي المعلوم ويوازيه                                 
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 برهن ان اذا قطع مستويان بمستقيم فان ميله على احدهما يساوي ميله    

   .  على الأخر                                  
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  برهن على ان للمستقيمات المتوازية المائلة على مستو الميل نفسه      3                        
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 برهن على انه اذا رسم مائلان مختلفان من نقطة لا تنتمي الى مستو                                       

 معلوم فان اطولهما تكون زاوية ميله على المستوي اصغر من زاوية                                        

 ميل الاخر عليه                                        
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 برهن على انه اذا رسم مائلان من نقطة ما الى مستو فاصغرهما ميلا هو                                             5       

 الاطول                                       
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 برهن على ان الميل بين المستقيم ومسقطه على مستو اصغر من الزاوية                                                 6  

 المحصورة بين المستقيم نفسه واي مستقيم اخر مرسوم من موقعه ضمن                              

 ذلك المستوي                           
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ومساحة قاعدته  cm2 724ت  = لمساحة الكلية لمتوازي المستطيلااذا كانت ا

132 cm2  = 110ومساحة احد اوجهه الجانبية cm2 جد حجمه  ؟ 

 1س 
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 cm2 2000 𝜋وحجمها  cm2 400 𝜋سطوانة دائرية قائمة مساحتها الجانبية ا

 اوجد ارتفاعها ونصف قطر قاعدتها .  

 2س 
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 وحدة هو  Lبرهن على ان حجم ذي الاوجه الاربعة المنتظم والذي طول حرفه 

 12   /V = √2  L 3 . وحده مكعبة 

 3س 
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مخروط دائري قائم مر برأسه مستو فقطع قاعدته بقطعة مستقيم تبعد عن   

وارتفاع  cm2 120فاذا كانت المقطع =  cm 8مركز  القاعده بمقدار 

 مساحته الكلية ❸مساحته الجانبية  ❷حجمه   ❶احسب : cm 15 المخروط 

 4س 
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 اذا علمت انه يمكن رسم كرة خارج ذي الاوجه الاربعة المنتظم .   

برهن ان نصف قطر الكرة = 
3

4
 الارتفاع  . 

 5س 
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مع تمنياتي بالنجاح والتوفيق 

الاستاذ
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